Pare stow o logice

Logika matematyczna pomaga nam uporzadkowaé¢ nasze myslenie i w sformalizowanym
jezyku matematyki W sposob niepodwazalny udowadnia¢ rézne twierdzenia, rozréznia¢ zdania
prawdziwe od falszywych, pozwala na analizowanie zaleznosci przyczynowo skutkowych, uczy
jak poprawnie konstruowa¢ argumenty, jak unikaé bledéw logicznych, jest stosowana przy
interpretowaniu wynikow badan naukowych.

Formalna logika matematyczna bywa nazywana logika dwuwarto$ciowa zaklada
bowiem, ze kazdemu zdaniu mozna jednoznacznie przypisa¢ warto§¢ prawdy lub warto$¢ fatszu.
Pomimo tego, ze Swiat rzeczywisty jest o wiele bardziej skomplikowany i1 czasem trudno w nim
mie¢ pewno$¢ ze dane zalozenie jest w 100% prawdziwe (falszywe) 1 w tym realnym zyciu
logika, nawet ta dwuwartosciowa, bywa co najmniej przydatna. Myslenie oparte na jej zasadach
towarzyszy ludzkosci od zarania dziejow: umiejetno$é logicznego myslenia pomaga
w podejmowaniu decyzji, w argumentowaniu wilasnych wnioskow i pogladow, umozliwia
krytyczna ocene informacji, mozne chronié przed manipulacja poprzez np. sprawniejsze
wylapywanie sofizmatow. Jest podstawa rozumowania nie tylko matematykow czy
informatykow (co wydaje si¢ do$¢ oczywiste) ale takze filozofow czy prawnikow.

Jezeli komus$ klasyczna logika klasyfikujaca jedynie wedlug kryterium prawda/fatsz
wydaje si¢ niewystarczajaca by skuteczniej radzi¢ sobie z wieloma niejednoznaczno$ciami
| sprzecznosciami  moze zainteresowa¢ si¢ réznymi uogdlnieniami jej do logiki

wielowartosciowej np. logiki rozmytej..

W logice zdaniem logicznym nazywamy wyrazenie oznajmujace, o ktorym mozna
jednoznacznie powiedzie¢, ze jest prawdziwe lub falszywe. Zdania z reguly oznaczamy malymi

literami.
Prawdg¢ oznaczamy przez 1 a falsz przez 0.

Proste zdania logiczne mozna laczy¢ w bardziej ztozone za pomoca spéjnikéw

logicznych:
~ - negacji (czyt. ‘nie prawda, ze’),
A - koniunkcji (czyt. ‘1°),

V - alternatywy (czyt. ‘lub’),



V - alternatywy wylaczajacej (czyt. ‘albo’)

= - implikacji (czyt. ‘z tego wynika, z¢e’),

& - rownowaznosci (czyt. ‘wtedy i tylko wtedy gdy’)

P |~P P | Q]| PAq | PVQ | PYq | p=q | p=q
0 1|1 1 1 0 1 1
0 |1 10 0 1 1 0 0
01 0 1 1 1 0
00 0 0 0 1 1

Prawem rachunku zdah (tautologia) nazywamy zdanie zlozone, ktore jest zawsze
prawdziwe. Mozna stwierdzi¢, ze tautologiec okreslaja W jaki sposob wnioski wynikajg
z przestanek opierajac si¢ wylacznie na strukturze argumentow, niezaleznie od ich rodzaju

i tresci.

Przykladami tautologii sa:

e pV(~p) - prawo wytaczonego srodka
e ~(pA(~p)) - prawo sprzecznosci
o pe~(~p) - prawo podwojnej negacji
e prawo odrywania (modus ponens): (pA(p=Qq))=q
e modus tollens: ( (p=q) A(~q))=>~p
e prawo redukcji do absurdu: (p=(~p))=>~p
e prawa de Morgana:
o (~(pAg))=((~p)v(~))
o (~(pva))=((~p)A(~0))
e prawo negacji implikacji:(~(p=0q))=(pA(~Qq))



Jezeli w powyzszym rachunku zdan wprowadzimy sobie zmienne tj. stworzymy formuty
zdaniowe, ktore moga oznacza¢ rozne zdania w zalezno$ci od interpretacji zmiennych
zdaniowych wchodzacych w ich sktad otrzymamy funkcje zdaniowe.

Funkcja zdaniowa staje si¢ zdaniem logicznym, jesli w miejsce zmiennych podstawimy
jakie$ konkrety. Zbior wszystkich konkretow, ktore mozemy podstawi¢ w miejsce zmiennych do

funkcji zdaniowej, nazywamy dziedzing funkcji zdaniowej.

W rachunku kwantyfikatoréw przy pomocy symboli oznaczajacych funkcje zdaniowe,
symbolu rownosci = , kwantyfikatorow, spojnikow logicznych, zmiennych i1 nawiasow
tworzymy wyrazenia oznaczajace nowe funkcje zdaniowe lub zdania (w zaleznosci od tego, czy
wszystkie zmienne w tych wyrazeniach sa zwigzane, czy nie). Wyrazenia takie nazywamy
formulami rachunku kwantyfikatoréw, Ilub krotko formutami. Formuly najczgsciej

oznaczamy matymi literami pochodzacymi z alfabetu greckiego.
Wyr6zniamy nast¢pujace kwantyfikatory:

e Kwantyfikator szczegdétowy (zwany tez malym lub egzystencjalnym) oznaczamy

symbolem 3y, i czytamy: istnieje takie x, dla ktorego dane stwierdzenie jest prawdziwe

(axex — czytamy: istnieje takie x ze zbioru X dla ktorego dane stwierdzenie jest
prawdziwe).

e Kwantyfikator ogolny (zwany tez duzym lub uniwersalnym) oznaczamy symbolem Vy,

i czytamy: dane stwierdzenie jest prawdziwe dla kazdego x (Vxex— czytamy :dane

stwierdzenie jest prawdziwe dla kazdego x ze zbioru X).

Formute domknigtg nazywamy tautologia (rachunku kwantyfikatorow), gdy jest zdaniem
prawdziwym przy dowolnym rozumieniu wystepujacych w niej symboli funkcji zdaniowych.

Moéwimy, ze dwie formuly domknicte o i B sa réwnowazne, gdy formuta asp jest
tautologia

Dwie funkcje zdaniowe a(x) i B(x) dla XeX sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy

zdanie Vyex (a(X)&B(X)) jest prawdziwe.
Prawa de Morgana rachunku kwantyfikatorow:

0 ~ [Vxex a(X)]& xex ~a(X)

o ~[Ixex a(X)]& Vyex ~a(X).



Krotko o zbiorach

Podstawowe dzialania na zbiorach

e Suma zbioréw AUB, xEAUB < x€A V X€B.
e Iloczyn zbioréw ANB, xEANB < xEA A XEB.
e Rodznica zbiorow A/B, XEA/B & xEA A x€B.
e Roznica symetryczna zbioréw A+B, XEA+B & x€A/B V XEB/A.
e Iloczyn kartezjanski zbioréw AxB={(a,b); a€A, beB}.
Zbiory liczbowe
N ={0,1,2,3,...} - zbidr liczb naturalnych,
Z=1{.,-3,-2,-1,012,3,..} -zbior liczb catkowitych,
Zy = Z\{0} - zbior liczb catkowitych bez zera,

Z, ={p €Z, p > 0} - zbior liczb catkowitych dodatnich,
Z_ ={p € Z, p < 0} - zbior liczb catkowitych ujemnych,
Q= {% i mMnNEZL m# 0} - zbior liczb wymiernych,

Qo = Q\{0} - zbior liczb wymiernych bez zera,

Qs ={p € Q, p > 0} - zbiodr liczb wymiernych dodatnich,
Q_ ={p € Q, p <0} - zbiodr liczb wymiernych ujemnych,
R - zbidr liczb rzeczywistych,

Ry = R\{0} - zbior liczb rzeczywistych bez zera,

Ry ={p € R, p > 0} - zbior liczb rzeczywistych dodatnich,
0 ={p € R, p = 0} - zbidr liczb rzeczywistych dodatnich,
R_ ={p € R, p < 0} - zbior liczb rzeczywistych ujemnych,

C - zbior liczb zespolonych.



LICZBY ZESPOLONE

POSTAC ALGEBRAICZNA.

Liczby zespolone to liczby bedace rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych
0 rozwigzania rownan kwadratowych nierozwigzywalnych w zbiorze liczb rzeczywistych

(pierwiastki parzystych stopni z liczb ujemnych).

Przyjmuje si¢ na poczatek tzw. jednostke urojona oznaczang symbolem i. i jest jednym

z pierwiastkow kwadratowych -1 (drugi to - i). Czesto zapisuje si¢ tez: i = vV —1.

Przy pomocy jednostki urojonej kazda liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci

algebraicznej w nastgpujacy sposob:
z =a + bi,
gdzie a, b sg pewnymi liczbami rzeczywistymi.

DEFINICJA. 1.1 Dla liczby z = a + bi w postaci algebraicznej definiuje si¢ jej czesé

rzeczywistg Jako Rez=a i cz¢s¢ urojong jako Imz=b.
DEFINICJA. 1.2 Liczbe postaci Z = a — bi nazywamy Sprzezeniem liczby z = a + bi.
DEFINICJA. 1.3 Liczby postaci z = 0 + bi nazywa si¢ liczbami czysto urojonymi.
Liczby postaci z = a + 0i sg izomorficzne ze zbiorem liczb rzeczywistych.

DEFINICJA. 1.4 Dwie liczby zespolone sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci

rzeczywiste sg rowne 1 czgsci urojone sg rowne.

Tj. jezeli
Z1:a1+b1i | Z2:a2+b2i
to Z1 = Zp (=4 (al =da, N bl = bz)

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej
wykonuje si¢ tak samo jak dodawanie, odejmowanie i mnozenie wyrazen algebraicznych, przy

czym nalezy pamietaé, ze i2 = —1 .
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Aby podzieli¢ przez siebie dwie liczby zespolone, wystarczy pomnozy¢ dzielng i dzielnik
przez liczbe sprzgzong do dzielnika (analogicznie do usuwania niewymiernosci z mianownika
w wyrazeniach algebraicznych) tj. dla z,#0:

Z1 _ Z1Z2

Z,  ZZp

Potegowanie za pomocg mnozenia liczb zespolonych w postaci algebraicznej prowadzi
do obliczenia warto$ci wyrazenia (a + bi)™ dla danego wyktadnika n przy warunku i = —1.

Zwykle jest to do$¢ pracochlonne zadanie.

PLASZCZYZNA ZESPOLONA

Jezeli na plaszczyznie przyjac¢ prostokatny uktad wspédtrzednych nastgpujaco: bierzemy
dwie osie do siebie wzajemnie prostopadle. Jako o$ odcigtych bierzemy os$ liczb izomorficznych
ze zbiorem liczb rzeczywistych, jako o$ rzednych bierzemy o$ liczb czysto urojonych. Wtedy
liczby zespolone mogg by¢ przedstawione jako wspotrzedne wektora zaczepionego w poczatku
uktadu wspotrzednych na tej ptaszczyznie zwanej plaszczyzng zespolong. Tj.

z=a+bi ~ (ab)

i odwrotnie.

Im

A a+bi

» Re

W ten sposob liczbom zespolonym mozna przyporzadkowaé wzajemnie jednoznacznie
wektory na ptaszczyznie, podobnie jak utozsamia si¢ wektory na prostej z liczbami
rzeczywistymi (mozna utozsamia¢ same punkty, bo wektory zaczepia si¢ w poczatku uktadu

wspotrzednych).
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MODUL LICZBY ZESPOLONEJ

DEFINICJA. 1.5 Modutem liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbg:
|z| = Va? + b2.

Modut liczby zespolonej ma analogiczne wiasnosci jak warto$¢ bezwzgledna liczby

rzeczywistej.

ARGUMENT LICZBY ZESPOLONEJ

DEFINICJA. 1.6 Argumentem liczby zespolonej z#0 nazywamy kat, ktory wektor

Z tworzy z prostg Rez, 0znaczmy go przez argz. Przyjmuje sie, ze arg0=0.

>

arg z

[

Re z

Dla liczby z£0, z = a + bi. mamy: sin(argz) = l:—l; cos(argz) = %
Jak wida¢ kazda liczba zespolona ma nieskonczenie wiele argumentéw. Dlatego
zazwyczaj wyroznia si¢ jeden z nich — ten nalezacy do przedzialu <0,27) 1 nazywa argumentem

glownym oraz oznacza symbolem Argz.

Dla liczb rzeczywistych argument gtowny jest rowny zeru dla liczb dodatnich oraz = dla

ujemnych.

TWIERDZENIE 1.1 Niech 2z,z,,z; € C bedg wierzchotkami trojkata, za$

aq, A, @3 katami wewnetrznymi tego trojkata lezacymi w wierzchotkach z4, z,, z5 , odpowiednio.

Z3— Z Z1— Z Zy— Z

Zy—Zq ! Z3—Zp ! Z1—2Z3 ’


https://pl.wikipedia.org/wiki/Warto%C5%9B%C4%87_bezwzgl%C4%99dna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Complex_number.svg

POSTAC TRYGONOMETRYCZNA

Oznaczmy teraz argz przez o. Liczba zespolona moze by¢ wyrazona przez jej modut

oraz argument w sposob nastepujacy:
z = |z|(cosa + isina).

DEFINICJA. 1.7 Powyzsza posta¢ liczby zespolonej nazywa si¢ postacig

trygonometryczng.

Liczby zespolone w postaci trygonometrycznej sa rowne, gdy ich moduty i argumenty
gléwne sg réwne (rownowaznie: gdy ich argumenty roéznig si¢ o catkowita wielokrotnos¢ kata

petnego).
Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej.

Niech z; = |z|(cosa + isina) | z, = |z,|(cosB + isinf) wtedy iloczyn i iloraz

wyrazajg si¢ wzorami:
Z1Zy = Izlllzzl(cos(a + B) + isin(a + ,8)),

4 _lal

Zy  |z,|

(cos(a — B) + isin(a — B)),

przy zatozeniu z, # 0.

Wzor de Moivre’a — potegowanie liczb w postaci trygonometryczne;j.

Niech z = |z|(cosa + isina). Jezeli n razy zastosujemy wzoOr na mnozenie otrzymamy

wz4r na potegowanie w nastepujacej postaci:

z" = |z|"*(cosna + isinna).



Pierwiastkowanie liczb w postaci trygonometrycznej.

W przypadku liczb zespolonych przez symbol V/z rozumie¢ bedziemy zbiér ztozony z n
elementow z;,i = 0,1,...,n — 1, z ktérych kazdy spelia warunek z* = z. Przyjmujemy tak
poniewaz kazda liczba zespolona z = |z|(cosa + isina) rdzna od zera ma doktadnie n r6znych

pierwiastkow N-tego stopnia, ktore wyrazaja si¢ wzorem:

a+2km . . a+2km
7, = V|| (Cos + isin ),k =01,..,n—-1.

n n

TWIERDZENIE.1.2 Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian zespolony
stopnia dodatniego n ma w ciele liczb zespolonych doktadnie n pierwiastkow, liczac

Z krotnos$ciami. Innymi slowy, ciato liczb zespolonych jest algebraicznie domknigte.

TWIERDZENIE.1.3 Stopien niezerowego wielomianu zespolonego jest rowny sumie
krotnosci jego zespolonych pierwiastkow. Jest to rownowazne temu, iz kazdy wielomian

zespolony stopnian >0 mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

a(z—z1 )(z—z2 )...(z—z, ) dlapewnycha,z; ,...,z, €C

POSTAC WYKLADNICZA

Niech z = |z|(cosa + isina). Wtedy naszg liczbe zespolong mozemy zapisa¢ w postaci

wyktadniczej:

z = |z|e'“.
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