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Funkcje jednostajnie wypukle i jednostajnie gwiazdziste

1. WPROWADZENIE

Prezentowany cykl artykuléw miesci si¢ w geometrycznej teorii funkeji analitycznych.
Dziedzina ta zaczela sie rozwija¢ w poczatkach XX wieku. Duzy wklad w jej rozwdj mieli
tacy matematycy, jak Study, Nevanlinna, Alexander, Kéebe, Ahlfors, Léwner. Stynna
hipoteza Bieberbacha przez kilkadziesiat lat napedzala badania w tej dziedzinie. Udowod-
nienie w 1985 roku tej hipotezy przez Louisa de Brangesa, whrew sceptykom, nie spowodo-
walo zahamowania rozwoju geometrycznej teorii funkcji. Nadal publikowanych jest wiele
artykutéw w liczacych sie czasopismach naukowych, odbywaja sie cykliczne konferencje
miedzynarodowe, co $wiadczy o niestabnacym zainteresowaniu ta tematyka. Wedlug
klasycznej monografii Gotuzina geometryczna teoria funkcji bada rodziny funkcji ze-
spolonych zadane przez dowolna wilasnosé geometryczna. Omdwione ponizej rezultaty
wpisuja sie w te definicje.

Niech A oznacza zbiér funkeji f, ktére sa analityczne w kole jednostkowym U = {z €
C : |z] < 1} na plaszczyznie zespolonej C i unormowane warunkami f(0) = f/(0) — 1 = 0.
Przez S oznaczamy podzbiér zbioru A ztozony z funkcji jednolistnych w kole U.

Moéwimy, ze zbior D C C jest gwiazdzisty wzgledem punktu wg € D, jezeli odcinek
laczacy wgy z dowolnym punktem w zbioru D zawiera si¢ w zbiorze D. Zbior gwiazdzisty
wzgledem punktu wg = 0 nazywamy zbiorem gwiazdzistym. Zbiér D C C nazywamy
wypuklym, jezeli odcinek taczacy dowolne dwa punkty zbioru D zawiera sie w D. Zbiér
wypukly jest gwiazdzisty wzgledem kazdego swojego punktu.

Niech funkcja f bedzie analityczna i jednolistna w U oraz f(0) = 0. Wtedy f odw-
zorowuje kolo U na obszar
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- gwiazdzisty wzgledem punktu wy wtedy i tylko wtedy, gdy (patrz [15])

2f'(z)
(1.1) Re{ e }>O, zeUl,
- wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy (patrz [29])
2f"(2)
(1.2) Re{l—i— 702) }>O, zeU.

Funkcje odwzorowujaca koto U na obszar gwiazdzisty nazywamy gwiazdzista, natomiast
funkcje odwzorowujaca koto U na obszar wypukly nazywamy wypukta w U. Przez ST,
odpowiednio przez CV, bedziemy oznaczaé¢ zbior funkcji f € S, ktére sa gwiazdziste,
odpowiednio wypukle w U. Dla r > 0 niech U, = {z € C: |z| < r}. Jezeli f jest wypukla
iU, C U, to f(U,) jest wypukly ([29], [20]). Podobnie f(U,) dla r < 1 jest gwiazdzisty,
gdy f jest gwiazdzista.

Robertson w [19] wprowadzil klasy ST («) i CV(«) funkcji gwiazdzistych i wypuklych
rzedu a < 1, zdefiniowane warunkami

(1.3) ST(a):{feA:Re{ZJ{(,S)} > a, zEU},
(1.4) CV(a):{fEA:Re{1+ZJ£/;iZ))}>a, zeU}.

Dla a € [0,1) funkcje w obu klasach sa jednolistne. Ponadto ST (0) = ST oraz CV(0) =
CV. Nie znamy interpretacji geometrycznej funkcji gwiazdzistych i wypuklych rzedu «.

B. Pinchuk w liscie do Goodmana [4] postawit nastepujacy problem: Niech « bedzie
okregiem zawartym w U i niech  bedzie srodkiem okregu . Jesli f € ST, to czy prawda
jest, ze f(7) jest krzywa zamknieta, ktéra jest gwiazdzista wzgledem punktu f(¢)? W
[4] Goodman podat przyklad na nie. Niezaleznie od Goodmana J.E. Brown w [2] znalazl
odpowiedZ negatywna na pytanie Pinchuka. Brown rozwazal okregi 7y : |z — 29| = p lezace
w U i dla dowolnego r € (0, 1) wyznaczal sup p takich, ze jesli f jest funkcja z klasy S i
|z0| = r, gdzie r + p < 1, to f(y) jest krzywa zamknieta gwiazdzista wzgledem punktu
f(20)-

Pytanie Pinchuka bylo inspiracja dla Goodmana ([3],[4]) do wprowadzenia w 1991 roku
geometrycznie definiowanych klas UCV i UST, odpowiednio funkcji jednostajnie wy-
puklych i jednostajnie gwiazdzistych. Funkcja f € S jest w klasie UCV (odpowiednio
UST), jezeli dla kazdego tuku kotowego v C U o §rodku w punkcie ¢ € U, tuk f(v) jest
wypukty (odpowiednio gwiazdzisty wzgledem punktu f(()).

Przypomnimy definicje tuku gwiazdzistego i wypuktego. Niech v : z = 2(t),t € [a, V],
bedzie gladkim, tukiem skierowanym i zalézmy, ze funkcja f jest analityczna na v. Wtedy
ik f(vy) nazywamy
- gwiazdzistym wzgledem punktu wg ¢ f(7), jezeli arg(f(z(t)) — wp) jest niemalejaca
funkcja wzgledem t,

- wypuklym, jezeli argument stycznej do f() jest niemalejaca funkcja wzgledem .
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W definicji klasy UCV 1 UST rozwazamy tuki kotowe ~ skierowane dodatnio, czyli gdy
z przebiega v w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara.

2. FUNKCJE k-JEDNOSTAJNIE WYPUKLE

W pracy Kanas i Wisniowska [5] biorac w definicji funkcji jednostajnie wypuklej ¢ takie,
ze |¢| < k,k > 0, otrzymaliémy naturalne rozszerzenie pojecia jednostajnej wypuklosei:
funkcja f € S jest k-jednostajnie wypukia w U, jezeli obraz kazdego tuku kotowego v C U
o srodku w punkcie ¢ dla |¢| < k jest wypukty. Klase funkcji k-jednostajnie wypuktych
oznaczamy przez k-UCV. Widac, ze 0-UCY =CV i 1-UCY = UCV .

Mozna pokazaé (patrz [9]), ze

(z = Of"(2)
f'(2)
Dla k = 1 jest to warunek analityczny dla klasy UCV uzyskany przez Goodmana, wyrazony
przy pomocy dwo6ch zmiennych zespolonych. W [5] udowodniliSmy, ze warunek (2.1) jest

rownowazny warunkowi

(2.1) f € k-UCY < Re {1+ } >0 dla zeUJ|C| <k.

(2.2)  feEkUCY < Re {1 + Zf"(z)} > k2G| g sevc <k,

f'(2) f'(2)
ktory juz nie zawiera dwoch zmiennych zespolonych.
Dla k = 1 jest to warunek otrzymany przez Ma i Minde ([I0]) oraz niezaleznie przez
Ronninga ([21]). Otrzymanie warunku (2.2) pozwolilo na intensywne badanie wlasnosci
funkcji z klasy UCV (k-UCV) (patrz [10], [L1], [21], [5], [7]).
Miedzy klasami ST i CV zachodzi zwigzek Alexandera (patrz [1])

fecy & 2f'(2) e ST.

Niech k-S8T, k > 0 oznacza podklase funkcji gwiazdzistych wprowadzona i badana w
pracy Kanas i Wisniowska [6] okreslong relacja

fekUCY & zf'(2) € k-ST.
Stad f € A nalezy do klasy k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy
2f'(2) 2f'(2)
f(2) f(z)

Dla k = 1 jest to klasa S, wprowadzona i badana przez Rgnninga w [2I]. Renning
pokazal, ze UST ¢ S, 1S, ¢ UST (patrz [21], [23]).

W pracy [H6]-[8] otrzymaliémy pewne geometryczne whasnosci funkeji z klasy k-ST.
Pokazujemy, ze funkcja f € S jest w klasie k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy

Re{§+w}20 dla zeU, |¢| <k

>k —1

(2.3) Re

, zeU.

z f(z)
Stad jako wniosek otrzymujemy, ze jesli f € k-ST, to
_ /
R G=OE)

/()
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dla z € U,|¢| < k and 7/2 < arg{(/z} < 37/2.

Wyniki te pozwalaja udowodnié¢ ciekawa geometryczna charakteryzacje klasy k-ST
([H6]-[8]): Niech U((,r) oznacza kolo o srodku w punkcie ¢ i promieniu r. Jedli f € k-ST,
to f przeksztatca obszar U((,)NU (0, R) na obszar gwiazdzisty dla kazdego (, r, R takiego,

ze 0 < R<1,|C| <k,r>+/IC]>+ R2

W pracy [H1]-[32] zajmujemy sie miedzy innymi problemem znalezienia dolnego ograni-
czenia Re\/f(z)/z w kole U, gdy [ jest w klasie k-ST.
Marx ([9]) wykazal, ze jesli f € CV, to

Re/f'(z) > %, zeU

lub réwnowaznie

1
feST = Re @>§, zeU
i oszacowanie jest doktadne.
W pracy [H1]-[32] dowodzimy, ze
kE+1
f € kST = Re M>L, zeU,
z k42
to jest réwnowazne
E+1
€ kUCY = Re /T(2) > k—j:2 ceU

Wynik jest doktadny tylko dla k = 0. Aby podaé dokladne oszacowanie przypomnijmy,
ze klasy k-UCV 1 k-ST sa zwiazane z obszarami ograniczonymi stozkowymi ([5], [6]):

fek-ST@MeGk, zeU,

f(2)
gdzie 1 € G, i brzegiem obszaru Gy, jest krzywa stozkowa
{u+iv:u? =k*(u—1)> + k*°}, k>0,

Zauwazmy, ze 0G}, jest: prawa galezia hiperboli dla k € (0, 1), parabola v? = 2u — 1 dla
=1 oraz elipsa dla k£ > 1.
Funkcja py analityczna i jednolistna w U, taka, ze pi(0) = 11 pp(U) = G}, wyznacza
funkcje ekstremalng dla wielu probleméw w klasie k-S7T. Wiadomo, ze ([10], [21])

142\
1_\/2> , z€U.

_1+z
1 —z

)
po(2) , pi(z) =1+ — <1Og

W [5] pokazalismy, ze

1 2 1 2
pk(z)zl_—chosh{<; arccosk;)loglté}—lsz, zeU, 0<k<1
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(wybieramy galaz gléwna logarytmu, a niejednoznacznos¢ pierwiastka usuwa parzysto$é
funkeji cosinus hiperboliczny),

u(z

(2) = ! sin T /ﬁ) dt + K zeU
TR 2K (k) Jo  VI-V1I-r#) k-1 ’

u(z)zﬂ, zeU, k>1
1— k2
oraz k € (0,1) jest tak dobrane, by k = cosh (7K'(k)/(4K(k))). Tutaj K(k) jest catka
eliptyczna zupeta pierwszego rodzaju

gdzie

[
Kiw) = /0 V1 — Kk2sin? ¢
1 K'(k) = K(V1—K?).

Zmane podklasy funkcji jednolistnych mozna zdefiniowa¢ réwnowaznie za pomoca pod-
porzadkowania. Mowimy, ze funkcja analityczna f jest podporzadkowana funkecji anal-
itycznej g w U, co zapisujemy f < g w U, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
analityczna w taka, ze |w(z)| < |z| i f(z) = g(w(z)) dla z € U. Funkcja nadrzedna g nie
musi by¢ jednolistna. Zatem f < g w U implikuje f(U) C g(U). Jezeli g jest jednolistna
w U, to

f<gwU<[f(0)=9g(0)1 f(U,) Cg(U,)dla0<r<1].

Mozna zauwazy¢, ze f € k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy

/
(2.4) 2/ )
f(2)
Jezeli przez fi, oznaczymy funkcje analityczna spehiajaca warunki fi(0) = f,(0) —1 =10

i 2f(2)/f(2) = pr(2), z € U, to wykorzystujac podporzadkowanie (2.4) otrzymujemy
(patrz [H1]-[32])

Twierdzenie 2.1. Jezeli f € k-ST dla pewnego k > 0, to

Re\/@>m:exp{/o‘l%dt}

1 oszacowanie jest doktadne.

< pk(z) w U.

Ze zwiazku miedzy klasami k-UCV i k-ST otrzymujemy

~1
f € -UCY = Re /F(2) > exp {/ %dt} .
0

Trudno jest obliczy¢ \/— fr(—1) dla ustalonego k, ale wiemy, ze ([H1]-[32])

VarnEyEas Y

+2
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Jedynie dla k = v/2/2 mozemy wyznaczy¢
2

p\/E/Z(Z ) = m

W danej klasie F ciekawym i waznym jest problem znalezienia

f(z)

z

—1 co daje —fﬂ/Q(—l):(\@—l—Q)/(\/i—i—él).

q(r) = min {Re :fE]-",|z|:7’<1}

oraz znalezienia promienia p(f) najwigkszego kota U,z C U, w ktérym Re(f(z)/z) > /8
dla wszystkich f € F. Reade i Silverman [I8] otrzymali rozwigzanie tego problemu w
klasie ST (a) dla @ = 01 1/2 < a < 1, natomiast trudniejszy przypadek a € (0,1/2)
pozostawili jako problem otwarty. Dla o € (0,1/2) problem ten zostal rozwigzany w pracy
Wisniowska [31]. W [H1]-[32] badaliSémy ten problem w klasie k-S7T. Wykorzystujac
teorie punktéw ekstremalnych Reade i Silverman otrzymali ¢(r) w klasie ST = 0-ST:
dla |z| =r < 1,

f 1

in R = 0<r<1/2
}2‘19171’ © z (1+4r)%’ rs1/2,
, f(2) 1—2r2
R = 1/2 <r<1.
jest T, 2(1 —r2)%’ 2<r

W pracy [H1]-[32] otrzymalismy
Twierdzenie 2.2. Jesli k> 1, to dla |z| =71, 0 <r <1

iy, 120 LB (RO,

fek-ST z -Tr

Stad jako wniosek otrzymujemy, ze jesli f € k-ST dla pewnego k > 1, to
() -1
Re@ >exp{/ %dt} dla z € U
0

i oszacowanie jest doktadne.
Niech IC(F) oznacza stala Koebe’go w klasie F, tj.

K(F) = sup {7" €(0,1):U, c ) f(U)} .

feFr

Przypomnijmy, ze K(S) = K(ST) = 1/4 oraz ([6]) K(k-ST) = — fr.(—1), w szczegblnosci
dla k = 1 dostajemy wynik z [21]

4 /2 t2
0

Sin

Twierdzenie 2.3. ([H1]-[32]) Niech f € k-ST dla pewnego k > 1 i niech
p(B) =max{r : Re f(2)/z > 6, |z| <r}, K(k-ST)<p<1.
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Wtedy p(5) = min{ro, 1}, gdzie vy jest okreslone réwnaniem

log(1/8) = /07"0 1_ka(_x)alac.

Wynik jest doktadny.

W pracy [H2]-[28] zbadanie wlasnosci funkeji py pozwolilo czesciowo uzupehié luke dla
0 < k <1 w Twierdzeniu 2.2. Jezeli 0 < k < 1, to funkcja py jest postaci

1 2 1+ /= k2
— _~  coshd (2 1 _
pr(2) T o8 {(W arccosk> Ogl—\/Z} T zeU

i w [H2]-[28] udowodnilidmy nieré6wnosé

/ 1 /1+k
Rezm—(z) > — + arccosk, z € U.
pr(z)—1 " 7wV 1-—k

Ten wynik jest doktadny i pozwolil wykazaé, ze jesli r € (0, 1) jest dang liczba, to funkcja
fr(2)/z jest wypukta w kole |z| < r , oile k € (0,1) spehia nieréwnos¢

E+1 =wV1-—k r
Nastepnie wykazalidmy, ze
min {Re fiz) cf € k-ST, |z = r} = fk(_;r),

przy odpowiednich k € (0,1), r = r(k) < 1. W szczegdlnosci otrzymalismy

Twierdzenie 2.4. Niech f € k-ST dla pewnego k > ko, gdzie ko jest jedynym w
przedziale (1/2,v/2/2) rozwigzaniem réwnania

/1 — k2
arccosk = ———.
(1+ k)2

Wtedy
Rel® S _p(C1) dazew
V4

Dla ustalonej klasy G C A liczbe
a*(G) =sup{a €[0,1) : G C ST (a)}
nazywamy rzedem gwiazdzistosci klasy G.
Wiadomo, ze o*(CV) = 1/2 czyli kazda funkcja wypukta jest gwiazdzista rzedu 1/2. W
pracy [H5]-[35] otrzymujemy nastepujace
Twierdzenie 2.5. Jezeli f € k-UCY dla pewnego k > 0,k # 1, to f € ST(B(k)), gdzie
1-k

B(k): 2 kil k1 -
2m(1—2m)

Liczba f(k) nie jest najlepsza mozliwa. Lepszy wynik uzyskamy wykorzystujac ([14])
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Lemat 2.5. Niech h bedzie funkcjg analityczng w U, h(0) =1 i niech q,q(0) = 1, spetnia
rownanie rozniczkowe

2(2) oy,
q(z) + ) h(z), z€U.

Jesli zatozymy, ze h jest wypukta w U i Req(z) > 0,z € U, wtedy q jest jednolistna i jest
okreslona przez

q(z) = %S) k(z) = /0 @dt i g(z) =zexp (/O h(t)t_ 1dt) .

Ponadto, jesli f jest analityczna w U, f(0) = 0 ¢ 1+ zf"(2)/f'(2) < h(z) w U, to
2f'(2)/f(z) < q(z) wU. Wynik jest doktadny i funkcjg ekstremalng jest f = k.

Jesli f € k-UCV, to korzystajac z podporzadkowania

2"(2)
1+ —=—= <pe(z) wU
f'(z)
i z Lematu 2.5 otrzymujemy ([H5]-[35]) nastepujace oszacowanie rzedu gwiazdzistosci
klasy funkcji k-jednostajnie wypuktych

Twierdzenie 2.6. Jeieli k > \/2/2, to
6

“(kUCY) > ————
o )_3+4\/§

=0,69309...

Réwnosé zachodzi dla k = \/2/2.
Rzad gwiazdzistosci klasy UCV znaleziono w [30].

3. FUNKCJE k-JEDNOSTAJNIE GWIAZDZISTE

W pracy [H3]-[33] wprowadzone zostalo pojecie k-jednostajnej gwiazdzistosci. Ustalmy
0 < k < 1. Funkcja f € S jest k-jednostajnie gwiazdzista w U, jezeli obraz dowolnego
tuku kotowego v zawartego w U, o §rodku w punkcie ¢, gdzie |(| < k, jest gwiazdzisty
wzgledem f(().

Klase wszystkich funkeji k-jednostajnie gwiazdzistych bedziemy oznaczaé przez k-UST .
Zauwazmy, ze dla k = 0 otrzymujemy klase ST funkcji gwiazdzistych, natomiast dla
k =1 klase UST funkeji jednostajnie gwiazdzistych ([4]). Ponadto dla kazdego k € [0, 1]
zachodzi UST C k-UST C ST.

Przypomnijmy, ze jesli tuk ~ jest dany réwnaniem ~ : z = 2(¢), to tuk f(v) jest
gwiazdzisty wzgledem punktu wy wtedy i tylko wtedy, gdy

i arg (f(z(t) — wo) > 0.

dt
Warunek ten jest réwnowazny warunkowi ([3])
f'(z) d»
Im|————| >0
" {f(z) —wdi| =
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dla z na . Dla tuku kotowego v : z = ¢ + re mamy 2/(t) = ire' = i(z — (), stad dla
wo = f(¢) dostajemy

i [ PO 8] e =0T

f(z) —wo dt f(z) = f(¢)
Zatem otrzymujemy nastepujacy warunek analityczny k-jednostajnej gwiazdzistosci
([H3]-[33])

(z =9 [f'(2)
f(z) = f(C)

Widaé, ze jesli k = 0, to ¢ = 0 i jest to warunek (1.1), natomiast dla k = 1 jest to
warunek jednostajnej gwiazdzistosci otrzymany przez Goodmana w [4].

Wiele prac dotyczacych funkcji jednostajnie wypuklych i pewnych ich uogdélnien zostato
napisanych, natomiast niewiele jest prac dotyczacych funkcji jednostajnie gwiazdzistych.
Wynika to stad, ze badanie tych funkcji jest o wiele trudniejsze ze wzgledu na warunek
analityczny, ktéry zawiera dwie zmienne zespolone, co prowadzi do skomplikowanych
obliczen. Trudno jest nawet sprawdzi¢, czy ”prosta” funkcja jest jednostajnie gwiazdzista.

Goodman w [4] pokazal, ze

(3.1) [ € k-UST < Re >0 dla zeU, |¢| <k.

z

1
< —
1_AZEL{S’7 & Al <

V2

2
(]A\ < \;—;,n> 1) =2+ A" € UST.

W ponizszych twierdzeniach przedstawiamy przyktady funkcji nalezacych do klasy k-UST
(patrz [H3]-[33]).

Twierdzenie 3.1. Niech 0 < k < 1. Wtedy

€ k- UST < |A| <

z 1
1— Az V1+Ek2

Goodman wspomniat w [4] (ale bez dowodu), ze funkcja f(z) = z + Az%, 2z € U, jest
w klasie UST wtedy i tylko wtedy, gdy |A| < v/3/4. Wynik ten zostal udowodniony w
[H3]-[33] 1 uogdlniony na klas¢ k-UST .

Twierdzenie 3.2. Niech 0 < k < 1. Wtedy

f(2) =2+ A2 € kUST < |A| < V3//A(K2 +3).

Twierdzenie 3.3. Niech 0 < k <1 ¢ niech dla pewnej liczby naturalnej n > 2
f(z)=z+ A", z€U.

Jezeli

\A]<l n+1
“n\n+1+(n-1)k’

to f € k-UST.
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Dla k = 0 jest to warunek wystarczajacy na to, aby funkcja f(z) = z + Az", z € U,
byta w klasie ST. Dla k = 1 jest to wynik otrzymany przez Merkesa i Salmassi ([13]),
ktéry poprawia rezultat Goodmanna |A| < 1/(v/2n). Oszacowanie w Twierdzeniu 3.3 nie
jest najlepsze z mozliwych, oprécz przypadku n = 2 (patrz Twierdzenie 3.2) i gdy k = 0.

Dla danych podklas G i F klasy A liczbe
sup{ro: (1/r)f(rz) e Gdlar <ry, f € F}
nazywamy promieniem klasy G w klasie F.

Wiadomo, ze kazda funkcja wypukla jest gwiazdzista, stad promien gwiazdzistosci klasy
CV jest réwny 1. Merkes i Salmassi ([I13]) i niezaleznie Rgnning ([23]) wykazali, ze

feCV=V2f(z/V2) eUST

i liczba 1/4/2 jest promieniem jednostajnej gwiazdzistosci w klasie CV.

Problem znalezienia promienia k-jednostajnej gwiazdzistosci w klasie funkeji wypuktych
zostal rozwiazany w kolejnym twierdzeniu
Twierdzenie 3.4 ([H3]-[33]) Niech 0 < k < 1. Jezeli f € CV, to funkcja

U3z (k) f(rrz),

gdzie v, = 1//1 4+ k2, nalezy do klasy k-UST . Liczba 1y, jest promieniem k-jednostajnej
gquwiazdzistosci w klasie CV .

Zauwazmy, ze dla kK = 0 1 £k = 1 otrzymujemy odpowiednio przypomniane powyzej
promienie klasy ST i klasy UST w klasie CV.

Klase k-UST mozna tez okresli¢ wykorzystujac splot funkcji. Jezeli

f(2) =z+z az", g(z) :Z+Z b,2", z €U,
n=2

n=2

to splot lub iloczyn Hadamarda funkcji f i g jest okreslony jako

(f*xg)(z) = z+z anby 2", 2 € U.

n=2

W [H3]-[33] wykazalismy, ze funkcja f € S jest w klasie k-UST wtedy i tylko wtedy,

- 2
2) %
(1_az)z(1_kz) >0 dla wszystkich z € U, |of < 1.
f(2)* =
Ruscheweyh w [25] wprowadzil pojecie zbioru dualnego i zasady dualnosci. Dla dowol-
nego zbioru V C S definiujemy jego zbior dualny jako

Vi={geS:VfeV;(fxg)(2)/z2#0w U},
i V™ = (V*)*, jako drugi dualny (dualng otoczke V). Wazna ”zasada dualnosci” méwi, ze
pod pewnymi nie zawsze silnymi zalozeniami o V), wiele liniowych(i innych) ekstremalnych
problemow dla V** mozna rozwiaza¢ w V. W wielu ciekawych przypadkach zbiér V** jest
znacznie obszerniejszy niz zbiér V.

Re
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W pracy [H4]-[34] otrzymalismy nastepujaca charakterystyke klasy k-UST
Twierdzenie 3.5 Niech 0 < k < 1. Wtedy k-UST = Q}, gdzie

0 =o€ 896 = 5 [~ ey ) M= b M=k

Dla k = 0 dostajemy rezultat otrzymany w [27], mianowicie

N ) z| e+1 e—1
ST =9, gdzie 902{968:9(2)25{(1—2)2_1—,2}’ |e|:1}.

Dla k = 1 otrzymujemy zbidr, do ktérego klasa UST jest dualna (patrz ([16]).

Dla kazdego k € [0,1] zachodzi relacja UST C k-UST C ST. Renning [24] pokazal,
ze UST ¢ ST(1/2) i postawil nastepujacy problem: znalezé¢ najwigksze ov > 0 takie,
ze UST C ST (a). Nezhmetdinov w [I7] otrzymal czeSciowe rozwiazanie tego prob-
lemu. Wykorzystujac technike dualnosci udowodnil, ze jesli o > oy = 0.1483..., to
UST ¢ ST (a). Ograniczenie o dostajemy ze skomplikowanego procesu liczenia maksi-
mum funkcji dwéch zmiennych rzeczywistych i aq jest najlepszym wynikiem jaki mozna
policzy¢ wykorzystujac metode zbiorow dualnych. Jak dotad nie wiadomo, czy istnieje
a > 0 takie, ze UST C ST («).

W [27] udowodniono, ze ST (o) = ¥*, gdzie

21 —a)+ (n+2a—1)z B
a-aa—ar M= 1}‘

\I/:{QES:g(z):z
W pracy [H4]-[34] wykorzystujac technike zbioréw dualnych (patrz [26]) dostajemy
k-UST C ST (o) = Q; C ¥~

oraz
Qp C U = AN¥) C A(emfy),

dla kazdego ciagtego funkcjonatu liniowego A, gdzie
emV = {g(a:z) cg eV x| < 1}.
x

Wykorzystujac to wykazaliSmy nastepujace

Twierdzenie 3.6.([H4]-[34]) Jezeli 0 < k < 1, to nie istnieje liczba dodatnia o taka, Ze
k-ST C ST («).

Ten rezultat moglby sugerowaé, ze to samo jest prawda dla k = 1, to znaczy, ze UST
nie zawiera si¢ w ST (a) dla zadnego o > 0. Jednakze przejscie w dowodzie Twierdzenia
3.6 do k =1 nie jest ciagle. Zatem wynik Nezhmetdinova UST ¢ ST (0.1483) jest nadal
najlepszy dla klasy UST.
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4. WARUNEK WYSTARCZAJACY JEDNOSTAJNEJ GWIAZDZISTOSCI

Jak juz podkreslaliSmy, trudno jest badaé¢ klasy UST (k-UST ), bo warunek (3.1) za-
wiera dwie zmienne zespolone. W szczegdlnosci sprawdzenie, czy funkcja f nalezy do
klasy UST prowadzi do skomplikowanych rozwazan. Stad znane sa tylko proste przyktady
funkcji jednostajnie gwiazdzistych.

W pracy [HT7]-[37] podajemy ciekawe przyklady funkcji w klasie UST i ustalamy jej
zwiazek z pewnymi podklasami funkcji wypuklych. W szczegélnosci dowodzimy, ze kazda
funkcja wypukta rzedu 3/4 jest jednostajnie gwiazdzista.

Mozna zauwazyc¢, ze
L _ 7 ()
/Of(tz+(1—t)g)dt_ T

Stad dostajemy nastepujaca charakteryzacje klasy UST

1 1
0 / fltz+(1- t)g)dt} >0 dla z€U(el.
0

Jedli z,( e Uitel0,1],totz+ (1 —t)( =w € U. Zatem
1 ' (w) Lo fw)
Re —/ ftz + l—tgdt}:Re dt:/Re dt.
Vg [ £+ a-00 o PO TS TR
Wykorzystujac to Merkes i Salmassi ([13]) udowodnili nastepujace

Twierdzenie 4.1. Niech f € S§. Jezeli dla dowolnych z € U, w € U

)
e =0

L e 1D 21
du_z_c/cf()d v

fGUST(:)Re{

to f €eUST.

W oparciu o ten rezultat w pracy [H7]-[37] dowodzimy nastepujacy warunek wystar-
czajacy jednostajnej gwiazdzistosci:

Twierdzenie 4.2. Niech f(z) =2+, a,2", z € U. Jezeli
Argf'(2)] < g dla z €U,
to f eUST.

Dotad znane byly nieliczne i bardzo proste przyktady funkcji jednostajnie gwiazdzistych,
jak homografie i dwumiany. Wynik z Twierdzenia 4.2 generuje wiele przyktadéw funkcji
jednostajnie gwiazdzistych [H7]-[37].

Przyktad 4.1. Niech
1+z
1—=z

Pl(Z) =
Wtedy P (U) = {w € C: |Argw| < 7/4}.

, zeU.
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Jedli f{(z) = Pi(z), to w oparciu o Twierdzenie 4.2, f; € UST. Zatem funkcja

1
f1(z) = 2 arctan 1+Z—\/1—22—|—1—g, zeU,
z

jest jednostajnie gwiazdzista w U.

Przyktad 4.2. Niech

1 2
+ \/E) , zeU.
1—/z

Ta funkcja odgrywa wazna role w klasie UCV wszystkich funkcji jednostajnie wy-
puklych. Wiadomo ( [10], [21]), ze f € UCV wtedy i tylko wtedy, gdy

2f"(2)
f'(2)

Obrazem kola jednostkowego U poprzez P, jest obszar ograniczony parabola

2
Py(z) =1+ — <log

1+

< Py(z) w U.

{w=u+iv:v?=2u—1}.

Ponadto |ArgPs(2)| < w/4 dla z € U. Zatem fi(z) = Py(z) dla z € U, implikuje
fo €eUST.

Wykorzystujac standardowe metody caltkowania dostajemy

(z—1) (1ogi:/é)2+4\/z (mié) —|—4log(1—z)] el

fQ(Z) :Z‘i‘%

stad fo nalezy do klasy UST.

Przyktad 4.3. Niech

gdzieO<A§\/§—1.
Wtedy P; odwzorowuje U na kolo

_1+A2 _ 2A
1 — A2 1— A2 ("

Dla 0 < A < /2 — 1 kolo P3(U) jest zawarte w obszarze {w € C : |Argw| < 7/4}. Stad
jesli fi(z) = P3(2), to f3 e UST, gdyz |Argfi(z)| < w/4 dla z € U.
Zatem funkcja

{wEC:’w

2
f3(2) :—z—zlog(l—Az), zelU dla 0<A<V2-1,
jest w klasie UST .
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Przyktad 4.4. Niech

1

Pi(z) = , zeU.
i(2) = 77—
Ta funkcja przeksztalca koto jednostkowe na obszar ograniczony hiperbola
{w=u+iv:u?—v*=1/2,u >0}
istad P4(U) C {we C: |Arguw| < 7'('/4} Zatem
-1 1- 1-1-3- 5
22+ T

1-
=2-2v1—2z=
fal2) = F=rhy 1-4 1 1-4-6-8°
jest jednostajnie gwiazdzista w U, gdyz fi(z) = Py(z) dla z € U.

3
6

Przyktad 4.5. Niech
Pi(z)=V1+2z2 zel.

Obrazem kota jednostkowego U poprzez funkcje Ps jest obszar ograniczony lemniskata
{w=u+iv: (W +v%)?*—2u? —v?) =0,u> 0},
stad P5(U) C {w € C: |Argw| < w/4}. Zatem funkcja
2 1 1-1 1-1-3
f5(z):§ [(1—}—2)3/2—1} :z+122— 4-6Z3+4-6-824_'”’ zeU,
nalezy do klasy UST, poniewaz fi(z) = Ps(z) dla z € U.

Niech ¢ bedzie funkcja analityczna i jednolistna w U, ktora spetnia nastepujace warunki:
Rep(z) > 0 dla z € U, ¢(0) = 1,¢'(0) > 0 oraz p(U) jest obszarem wypuktym
symetrycznym wzgledem osi rzeczywiste;j.

Przez CV(y), odpowiednio przez ST (), oznaczamy podklase funkeji wypuktych, odpowied-
nio gwiazdzistych, zdefiniowana warunkiem

2f"(2)
1+ 6 <p(z) w U,
odpowiednio )
2f'(z
e <p(z) w U

Klasy CV(¢) i ST (¢) byly rozwazane w [12], gdzie otrzymano wiele wynikéw dla funkcji
w tych klasach, m. in. oszacowanie modulu funkcji, oszacowanie modutu pochodnej,
twierdzenie o pokryciu.

Zauwazmy, ze
142
1—2’

CV =CV(gg), ST = ST (po) gdzie oy(z) =

1
UCY =CV(¢1), S, =ST(p1) gdzie p1(2) =1+ — (1 og + \/_> ,
1—+/z
natomiast dla
1+ (1 —2a)z

, 0< <,
1—2

pa(z) =
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otrzymujemy klasy funkcji wypuklych i gwiazdzistych rzedu «, czyli

CV(p2) =CV(0) = {feS:Re (1+ ZJ{Z?) >a, 2z € U},

ST(s) = ST () = {f €S Re (Zj:(z)) Sa, 2 U} |

Niech k, bedzie funkcja analityczng w kole U, okreslona nastepujacymi warunkami
k,(0) =k (0) — 1 =0 oraz
2k (2) — ()
ki, (2)
W pracy [HT7]-[37] podalismy zwiazek klasy CV(p) z klasa UST. Widaé, ze k,(z) €
CV(p)ijesli f € CV(p), to mozna pokazac (patrz [H7]-[37]), f* < &/, w U i w konsekwencji
otrzymac nastepujace

Twierdzenie 4.3. Niech f € CV(p). Jezeli

*o(t) — 1
Arg{exp/ &dt}‘gf dla z €U,
0

t 4

to f eUST.

Twierdzenie to mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci

CV(p) C UST,

2 o(t) — 1
'Im/ &dt‘gf, L el
.t 1

o ile

Jezeli f € CV(a), to mozna pokazaé, ze (patrz [H7]-[37]) f € UST dla 3/4 < o < 1,
czyli
CV(3/4) CUST.
Natomiast, gdy f € CV(yp3), gdzie p3(z) = 1+ Az, to ([H7]-[37]) f € UST dla 0 <
A < /4, czyli
CV(p3) CUST dla 0 < A< m/4.

Stad latwo otrzymac nastepujacy
Whiosek 4.1. ([H7]-[37]) Niech f € S. Jezeli

zf”(z)
f'(2)

™
<Z, ZGU,

to f €eUST.
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5. PODSUMOWANIE

Prace [H1], [H2], [H5] i [H6] z listy prac stanowiacych osiagniecie naukowe (czyli [32],
[28], [35], [§]) dotycza funkcji k-jednostajnie wypuktych.

W [H1}-[32] rozwiazany zostal problem znalezienia dolnego ograniczenia Re+/f/(z) w
kole U, gdy f jest w klasie k-UUCV i otrzymano wynik dokladny. Nastepnie badano prob-
lem znalezienia min{Re f(z)/z : f € k-ST,|z| = r < 1} oraz znalezienia promienia p(f3)
najwiekszego kota U, C U, w ktérym Re(f(z)/z) > B dla wszystkich f € k-ST.
Otrzymano rozwigzanie tego problemu dla £ > 1. W pracy [H2]-[28] zbadanie wlasnosci
funkeji py, pozwolito wykazaé, ze przy odpowiednich k € (0,1), r = r(k) < 1 mamy
min{Re f(z)/z: f € k-ST,|z| =r} = —fu(—r)/r. Ze wzgledu na relacje typu Alexan-
dra miedzy klasami k-S7T i k-UCV wyniki otrzymane w klasie k-S7T mozna odpowiednio
przenie$¢ na wyniki w klasie k-UCV. W pracy [H6]-[8] udowodniono ciekawe geome-
tryczne wlasnosci funkcji z klasy k-ST. W [H5]-[35] otrzymano pewne oszacowania rzedu
gwiazdzistosci klasy k-UCV i dokladnag warto$é¢ rzedu gwiazdzistosci klasy k-UCV dla
k=+2/2.

Prace [H3], [H4] i [H7] z listy prac stanowiacych osiggniecie naukowe (czyli [33], [34],
[37]) dotycza funkcji k-jednostajnie gwiazdzistych.

W [H3]-[33] wprowadzona zostala geometryczna definicja k-jednostajnej gwiazdzistosci
funkcji. Wyprowadzono warunek analityczny dla funkcji w klasie k-UST, podano proste
przyklady funkcji k-jednostajnie gwiazdzistych i wyznaczono promien k-jednostajnej gwiaz-
dzistosci w klasie funkcji wypuktych. W pracy [H4]-[34] rozwigzano nastepujacy problem:
znalez¢ najwieksze a > 0 takie, ze UST C ST («). Podano zbiér, do ktérego klasa k-UST
jest dualna i wykorzystujac technike zbior6w dualnych udowodniono, ze gdy k € [0, 1),
to nie istnieje liczba dodatnia o taka, ze k-ST C ST («). W [HT7]-[37] udowodniono
prosty warunek wystarczajacy jednostajnej gwiazdzistosci, co pozwolilo otrzymaé¢ nowe
ciekawe przyklady funkcji jednostajnie gwiazdzistych. Ustalono réwniez, jaki warunek
musi speliaé funkcja ¢, aby klasa CV(¢) byla zawarta w klasie UST i podano odpowied-
nie przyklady.
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6. OMOWIENIE WYNIKOW WYBRANYCH PUBLIKACJI

W pracy [1] podano pewne interpretacje geometryczne klasy S*(«) funkeji a-katowo
gwiazdzistych wprowadzonej przez Brannana i Kirwana oraz niezaleznie przez J. Stankie-
wicza. W geometrycznej teorii funkcji szukamy interpretacji geometrycznej klasy funkeji
danej warunkiem analitycznym i odwrotnie, szukamy pewnych warunkow analitycznych
dla klas zdefiniowanych przez wlasnosci geometryczne. Przypomnijmy, ze klasa S*(a) C S
jest zdefiniowana warunkiem

2f'(2)
f(2)

Dla danego zbioru D C C i liczby zespolonej w niech
wD = {( =wz:z¢€ D}.
W [1] dowodzimy, ze f € S nalezy do klasy S*(«) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vw{w € f(U) = wG, C f(U)},
gdzie G, jest katem spiralnym ograniczonym przez tuki spirali

I3 : w = exp{ttg(ar/2) +it}, t € [-7,0],

<% dla ze U, 0<a<1.

arg

ly : w=exp{—ttg(ar/2) +it}, t €[0,x].

W pracy [13] podana zostala inna geometryczna charakteryzacja klasy S*(«). Dowo-
dzimy, ze f € S nalezy do klasy S*(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
(2 =S (=)
f(z)
Wykorzystujac to wykazujemy, ze f € S*(a) wtedy i tylko wtedy, gdy obraz czesci
wspolnej kota U i zbioru

Re >0 dla zeU, [ §|z|cos%.

U <o, %) U, r)

jest zbiorem gwiazdzistym dla kazdego ( € U i r > 0.

W pracy [3] podaliSmy rozwigzanie problemu otwartego (postawionego w pracy M.O.
Reade, H. Silverman, Radit problems for linear properties of univalent functions, Houston
J. Math. Vol. 17, No. 2 (1991), 227-235) : znalez¢ miny,—, Ref(2)/z, gdy f € ST (o)
dla 0 < a < 1/2. Otrzymali$my nastepujacy rezultat: Niech f € ST (a), 0 < a < 1/2.
Wtedy dla |z| = 7 < 1 mamy

o f(2) 1
= <
min Re . (L5 )20 O<T_2(1—oz)’
— 1
min Ref(zz) = (1—2rcosf, +7°)* *cos [2(1 - a)g_ 29;} 31— a) <r<l,
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gdzie 6, = 0,.(r) jest jedynym w przedziale (0, 7) rozwigzaniem réwnania
T—0,

_ 37204)

r=— —
sin[2(1 — a)S_QH(;]

sin(

W pracy [7] badaliémy relacje miedzy majoryzacja funkcji f 1 F' w U a majoryzacja
ich pochodnych f’ i F’ w mniejszym kole |z| < ry. Niech f i F' beda dwoma funkcjami
analitycznymi w kole |z| < r. Méwimy, ze funkcja f jest majoryzowana przez funkcje F'
w kole |z] < ripiszemy f < F w |z] < r, jedli istnieje funkcja ¢ analityczna w |z| < r
taka, ze f(2) = ¢(z) - F(2), |p(2)] < 1dla |z| < r. Dla danej liczby n = 0,1,2,... niech
N,, oznacza klase funkcji analitycznych w U postaci

f(2) = an1 2"+ a2+ L ap #0.

Niech SH(«a), a > 0, oznacza podklase klasy ST zawierajaca funkcje, ktére spetniaja
warunek

2F'(z2) 2F'(2)

F(z) F(z)
Klasa ta jest zwiazana z obszarem ograniczonym hiperbola, a jej podstawowe wlasnosci
zostaly wykazane w pracach [6], [8]. W pracy [7] wyznaczyliSémy najmniejsza liczbe T'(r)
taka, ze dla kazdej pary funkcji f € N,,, FF € SH(«a) zachodzi: f < F w U implikuje
lf'(2)] <T(r)-|F'(2)| dla |z| =r < 1.

—2(v2 - 1)a| < V2Re +2(vV2-1a, zeUl.

W pracach [15], [16], [17], wspdlnych z Bronistawem Wajnrybem, rozwazamy rozgalezio-
ne nakrycia dysku D zawartego w plaszczyznie. Nakrycie stopnia d to funkcja f : X — D
powierzchni X z brzegiem na dysk D taka, ze kazdy punkt y € D posiada male, spdjne
otwarte otoczenie U w D, dla ktérego przeciwobraz f~1(U) sktada sig z d sktadowych V;.
Ograniczenie f do V; jest homeomorfizmem f : V; — U. Rozwazamy zwykla strukture ze-
spolona na D i wtedy istnieje taka struktura zespolona na X, ze f jest funkcja analityczna
(lokalnie jednolistng).

Funkcja f : X — D jest nakryciem rozgalezionym, jezeli istnieja wyrdznione punkty
Y1, .-, Yn € D ( punkty krytyczne) i ich otoczenia U; takie, ze dla niektérych V; C f~1(U;)
funkcja f : V; — U; wyglada (w odpowiednich wspéhrzednych) jak y = f(z) = 2%, gdzie
punkt y = 0 odpowiada punktowi y;. Wtedy punkt z € X odpowiadajacy punktowi z = 0
nazywamy punktem rozgalezienia stopnia k. Rozwazamy tylko proste nakrycia takie, ze
kazdy f~1(y;) ma d — 1 punktéw i jeden z nich jest rozgaleziony stopnia 2.

Rozwazamy homeomorfizmy o dysku D, ktére sa stale na brzegu D i permutuja punkty
krytyczne. Klasy izotopii tych homeomorfizméw tworza grupe warkoczy B,. Czasem
homeomorfizm o € B, podnosi si¢ do homeomorfizmu & powierzchni X (ktory przepro-
wadza kazdy przeciwobraz f~!(y) na przeciwobraz f~'(o(y))) i jest staly na brzegu X.
Taki homeomorfizm & nazywamy automorfizmem nakrycia f i kazdy taki automorfizm
nakrycia f jest podniesieniem jakiegos automorfizmu o. Naszym celem bylo znalez¢ grupe
wszystkich automorfizméw dowolnego prostego nakrycia f czyli podgrupe Ly grupy B,
ktorej elementy podnosza sie do automorfizméw nakrycia f. Dokladniej znalezé skonczony
zbiér automorfizméw o, ktéry generuje podgrupe Ly. Grupa L; ma skonczony indeks w
grupie B,,.



22 AUTOREFERAT

W 1985 roku Joan Birman i Bronistaw Wajnryb znalezli generatory L; dla prostych
nakry¢ dysku D stopnia 3.

W 1991 roku Fabrizio Catanese i Bronistaw Wajnryb znalezli generatory Ly dla nakry¢
dowolnego stopnia, gdy X jest dyskiem (i funkcja f jest wielomianem).

W pracy [15] znalezliSmy generatory L; dla dowolnych prostych nakryé¢ dysku stopnia
4.

W pracy [16] rozwigzaliSémy ogélny problem, znalezlidmy generatory L, dla prostego
nakrycia dowolnego stopnia.

W pracy [17] rozszerzylismy nasze wyniki do niestandardowych automorfizméw nakrycia
f: na dole o jest stale na brzegu D, ale na gérze o permutuje punkty f~'(yo) dla
ustalonego punktu yo na brzegu dysku D.

Opis generatoréw jest zbyt skomplikowany, aby go tutaj przedstawic.

W pracy [19] udowodniliSmy w elementarny sposéb twierdzenie Loomisa-Whitneya.
Twierdzenie to podaje nierownos¢ jaka zachodzi miedzy objetoscia zbioru otwartego w
przestrzeni n-wymiarowej, a polami jego rzutéw na (n — 1)-wymiarowe podprzestrzenie
wspolrzednych. Loomis i Whitney zredukowali problem do kombinatorycznego twierdzenia,
ktore jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia:

Twierdzenie [19]. Niech U bedzie skoriczonym podzbiorem przestrzeni R™ i niech U
bedzie rzutem U na podprzestrzen {(aq,...,a,) € R":a; = 0}. Witedy

ot < Tl
=1

gdzie |A| oznacza liczbe elementéw zbioru A.

Udowodnilismy nastepujacy lemat podajacy ogdlna nieréwnos¢ zachodzaca miedzy liczbami
rzeczywistymi:

Lemat [19]. Niech {ai, b1, as,bs, ... ax, b} bedzie skoriczonym zbiorem dodatnich liczb
rzeczywistych. Wtedy

k k k k
i=1 i=1 i=1

Z lematu tego w prosty sposéb (dowdd indukcyjny) wynika kombinatoryczna wersja
twierdzenia Loomisa-Whitneya.
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