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Funkcje jednostajnie wypuk le i jednostajnie gwiaździste

1. Wprowadzenie

Prezentowany cykl artyku lów mieści siȩ w geometrycznej teorii funkcji analitycznych.
Dziedzina ta zaczȩ la siȩ rozwijać w pocza̧tkach XX wieku. Duży wk lad w jej rozwój mieli
tacy matematycy, jak Study, Nevanlinna, Alexander, Köebe, Ahlfors, Löwner. S lynna
hipoteza Bieberbacha przez kilkadziesia̧t lat napȩdza la badania w tej dziedzinie. Udowod-
nienie w 1985 roku tej hipotezy przez Louisa de Brangesa, wbrew sceptykom, nie spowodo-
wa lo zahamowania rozwoju geometrycznej teorii funkcji. Nadal publikowanych jest wiele
artyku lów w licza̧cych siȩ czasopismach naukowych, odbywaja̧ siȩ cykliczne konferencje
miȩdzynarodowe, co świadczy o nies labna̧cym zainteresowaniu ta̧ tematyka̧. Wed lug
klasycznej monografii Go luzina geometryczna teoria funkcji bada rodziny funkcji ze-
spolonych zadane przez dowolna̧ w lasność geometryczna̧. Omówione poniżej rezultaty
wpisuja̧ siȩ w tȩ definicjȩ.

Niech A oznacza zbiór funkcji f , które sa̧ analityczne w kole jednostkowym U = {z ∈
C : |z| < 1} na p laszczyźnie zespolonej C i unormowane warunkami f(0) = f ′(0)− 1 = 0.
Przez S oznaczamy podzbiór zbioru A z lożony z funkcji jednolistnych w kole U .

Mówimy, że zbiór D ⊂ C jest gwiaździsty wzglȩdem punktu w0 ∈ D, jeżeli odcinek
 la̧cza̧cy w0 z dowolnym punktem w zbioru D zawiera siȩ w zbiorze D. Zbiór gwiaździsty
wzglȩdem punktu w0 = 0 nazywamy zbiorem gwiaździstym. Zbiór D ⊂ C nazywamy
wypuk lym, jeżeli odcinek  la̧cza̧cy dowolne dwa punkty zbioru D zawiera siȩ w D. Zbiór
wypuk ly jest gwiaździsty wzglȩdem każdego swojego punktu.

Niech funkcja f bȩdzie analityczna i jednolistna w U oraz f(0) = 0. Wtedy f odw-
zorowuje ko lo U na obszar
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- gwiaździsty wzglȩdem punktu w0 wtedy i tylko wtedy, gdy (patrz [15])

(1.1) Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> 0, z ∈ U,

- wypuk ly wtedy i tylko wtedy, gdy (patrz [29])

(1.2) Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> 0, z ∈ U.

Funkcjȩ odwzorowuja̧ca̧ ko lo U na obszar gwiaździsty nazywamy gwiaździsta̧, natomiast
funkcjȩ odwzorowuja̧ca̧ ko lo U na obszar wypuk ly nazywamy wypuk la̧ w U . Przez ST ,
odpowiednio przez CV , bȩdziemy oznaczać zbiór funkcji f ∈ S, które sa̧ gwiaździste,
odpowiednio wypuk le w U . Dla r > 0 niech Ur = {z ∈ C : |z| < r}. Jeżeli f jest wypuk la
i Ur ⊂ U , to f(Ur) jest wypuk ly ([29], [20]). Podobnie f(Ur) dla r ≤ 1 jest gwiaździsty,
gdy f jest gwiaździsta.

Robertson w [19] wprowadzi l klasy ST (α) i CV(α) funkcji gwiaździstych i wypuk lych
rzȩdu α < 1, zdefiniowane warunkami

(1.3) ST (α) =

{
f ∈ A : Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> α, z ∈ U

}
,

(1.4) CV(α) =

{
f ∈ A : Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> α, z ∈ U

}
.

Dla α ∈ [0, 1) funkcje w obu klasach sa̧ jednolistne. Ponadto ST (0) = ST oraz CV(0) =
CV . Nie znamy interpretacji geometrycznej funkcji gwiaździstych i wypuk lych rzȩdu α.

B. Pinchuk w líscie do Goodmana [4] postawi l nastȩpuja̧cy problem: Niech γ bȩdzie
okrȩgiem zawartym w U i niech ζ bȩdzie środkiem okrȩgu γ. Jeśli f ∈ ST , to czy prawda̧
jest, że f(γ) jest krzywa̧ zamkniȩta̧, która jest gwiaździsta wzglȩdem punktu f(ζ)? W
[4] Goodman poda l przyk lad na nie. Niezależnie od Goodmana J.E. Brown w [2] znalaz l
odpowiedź negatywna̧ na pytanie Pinchuka. Brown rozważa l okrȩgi γ : |z− z0| = ρ leża̧ce
w U i dla dowolnego r ∈ (0, 1) wyznacza l sup ρ takich, że jeśli f jest funkcja̧ z klasy S i
|z0| = r, gdzie r + ρ < 1, to f(γ) jest krzywa̧ zamkniȩta̧ gwiaździsta̧ wzglȩdem punktu
f(z0).

Pytanie Pinchuka by lo inspiracja̧ dla Goodmana ([3],[4]) do wprowadzenia w 1991 roku
geometrycznie definiowanych klas UCV i UST , odpowiednio funkcji jednostajnie wy-
puk lych i jednostajnie gwiaździstych. Funkcja f ∈ S jest w klasie UCV (odpowiednio
UST ), jeżeli dla każdego  luku ko lowego γ ⊂ U o środku w punkcie ζ ∈ U ,  luk f(γ) jest
wypuk ly (odpowiednio gwiaździsty wzglȩdem punktu f(ζ)).

Przypomnimy definicjȩ  luku gwiaździstego i wypuk lego. Niech γ : z = z(t), t ∈ [a, b],
bȩdzie g ladkim,  lukiem skierowanym i za lóżmy, że funkcja f jest analityczna na γ. Wtedy
 luk f(γ) nazywamy

- gwiaździstym wzglȩdem punktu w0 /∈ f(γ), jeżeli arg(f(z(t)) − w0) jest niemaleja̧ca̧
funkcja̧ wzglȩdem t,

- wypuk lym, jeżeli argument stycznej do f(γ) jest niemaleja̧ca̧ funkcja̧ wzglȩdem t.
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W definicji klasy UCV i UST rozważamy  luki ko lowe γ skierowane dodatnio, czyli gdy
z przebiega γ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara.

2. Funkcje k-jednostajnie wypuk le

W pracy Kanas i Wísniowska [5] biora̧c w definicji funkcji jednostajnie wypuk lej ζ takie,
że |ζ| ≤ k, k > 0, otrzymalísmy naturalne rozszerzenie pojȩcia jednostajnej wypuk lości:
funkcja f ∈ S jest k-jednostajnie wypuk la w U , jeżeli obraz każdego  luku ko lowego γ ⊂ U
o środku w punkcie ζ dla |ζ| ≤ k jest wypuk ly. Klasȩ funkcji k-jednostajnie wypuk lych
oznaczamy przez k-UCV . Widać, że 0-UCV = CV i 1-UCV = UCV .

Można pokazać (patrz [5]), że

(2.1) f ∈ k-UCV ⇔ Re

{
1 +

(z − ζ)f ′′(z)

f ′(z)

}
≥ 0 dla z ∈ U, |ζ| ≤ k.

Dla k = 1 jest to warunek analityczny dla klasy UCV uzyskany przez Goodmana, wyrażony
przy pomocy dwóch zmiennych zespolonych. W [5] udowodnilísmy, że warunek (2.1) jest
równoważny warunkowi

(2.2) f ∈ k-UCV ⇔ Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
≥ k

∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ dla z ∈ U, |ζ| ≤ k,

który już nie zawiera dwóch zmiennych zespolonych.
Dla k = 1 jest to warunek otrzymany przez Ma i Mindȩ ([10]) oraz niezależnie przez

Rønninga ([21]). Otrzymanie warunku (2.2) pozwoli lo na intensywne badanie w lasności
funkcji z klasy UCV (k-UCV) (patrz [10], [11], [21], [5], [7]).

Miȩdzy klasami ST i CV zachodzi zwia̧zek Alexandera (patrz [1])

f ∈ CV ⇔ zf ′(z) ∈ ST .
Niech k-ST , k ≥ 0 oznacza podklasȩ funkcji gwiaździstych wprowadzona̧ i badana̧ w
pracy Kanas i Wísniowska [6] określona̧ relacja̧

f ∈ k-UCV ⇔ zf ′(z) ∈ k-ST .
Sta̧d f ∈ A należy do klasy k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy

(2.3) Re
zf ′(z)

f(z)
> k

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ , z ∈ U.

Dla k = 1 jest to klasa Sp wprowadzona i badana przez Rønninga w [21]. Rønning
pokaza l, że UST 6⊂ Sp i Sp 6⊂ UST (patrz [21], [23]).

W pracy [H6]-[8] otrzymalísmy pewne geometryczne w lasności funkcji z klasy k-ST .
Pokazujemy, że funkcja f ∈ S jest w klasie k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy

Re

{
ζ

z
+

(z − ζ)f ′(z)

f(z)

}
≥ 0 dla z ∈ U, |ζ| ≤ k.

Sta̧d jako wniosek otrzymujemy, że jeśli f ∈ k-ST , to

Re
(z − ζ)f ′(z)

f(z)
≥ 0
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dla z ∈ U, |ζ| ≤ k and π/2 ≤ arg{ζ/z} ≤ 3π/2.
Wyniki te pozwalaja̧ udowodnić ciekawa̧ geometryczna̧ charakteryzacjȩ klasy k-ST

([H6]-[8]): Niech U(ζ, r) oznacza ko lo o środku w punkcie ζ i promieniu r. Jeśli f ∈ k-ST ,
to f przekszta lca obszar U(ζ, r)∩U(0, R) na obszar gwiaździsty dla każdego ζ, r, R takiego,

że 0 < R ≤ 1, |ζ| ≤ k, r ≥
√
|ζ|2 +R2.

W pracy [H1]-[32] zajmujemy siȩ miȩdzy innymi problemem znalezienia dolnego ograni-

czenia Re
√
f(z)/z w kole U , gdy f jest w klasie k-ST .

Marx ([9]) wykaza l, że jeśli f ∈ CV , to

Re
√
f ′(z) >

1

2
, z ∈ U

lub równoważnie

f ∈ ST ⇒ Re

√
f(z)

z
>

1

2
, z ∈ U

i oszacowanie jest dok ladne.
W pracy [H1]-[32] dowodzimy, że

f ∈ k-ST ⇒ Re

√
f(z)

z
>
k + 1

k + 2
, z ∈ U,

to jest równoważne

f ∈ k-UCV ⇒ Re
√
f ′(z) >

k + 1

k + 2
, z ∈ U.

Wynik jest dok ladny tylko dla k = 0. Aby podać dok ladne oszacowanie przypomnijmy,
że klasy k-UCV i k-ST sa̧ zwia̧zane z obszarami ograniczonymi stożkowymi ([5], [6]):

f ∈ k-ST ⇔ zf ′(z)

f(z)
∈ Gk, z ∈ U,

gdzie 1 ∈ Gk i brzegiem obszaru Gk jest krzywa stożkowa

{u+ iv : u2 = k2(u− 1)2 + k2v2}, k ≥ 0.

Zauważmy, że ∂Gk jest: prawa̧ ga lȩzia̧ hiperboli dla k ∈ (0, 1), parabola̧ v2 = 2u− 1 dla
k = 1 oraz elipsa̧ dla k > 1.

Funkcja pk analityczna i jednolistna w U , taka, że pk(0) = 1 i pk(U) = Gk, wyznacza
funkcjȩ ekstremalna̧ dla wielu problemów w klasie k-ST . Wiadomo, że ([10], [21])

p0(z) =
1 + z

1− z
, p1(z) = 1 +

2

π2

(
log

1 +
√
z

1−
√
z

)2

, z ∈ U.

W [5] pokazalísmy, że

pk(z) =
1

1− k2
cosh

{(
2

π
arccos k

)
log

1 +
√
z

1−
√
z

}
− k2

1− k2
, z ∈ U, 0 < k < 1
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(wybieramy ga la̧ź g lówna̧ logarytmu, a niejednoznaczność pierwiastka usuwa parzystość
funkcji cosinus hiperboliczny),

pk(z) =
1

k2 − 1
sin

(
π

2K(κ)

∫ u(z)√
κ

0

dt√
1− t2

√
1− κ2t2

)
+

k2

k2 − 1
, z ∈ U,

gdzie

u(z) =
z −
√
κ

1−
√
κz
, z ∈ U, k > 1

oraz κ ∈ (0, 1) jest tak dobrane, by k = cosh (πK ′(κ)/(4K(κ))). Tutaj K(κ) jest ca lka̧
eliptyczna̧ zupe lna̧ pierwszego rodzaju

K(κ) =

∫ π/2

0

dφ√
1− κ2 sin2 φ

i K ′(κ) = K(
√

1− κ2).

Znane podklasy funkcji jednolistnych można zdefiniować równoważnie za pomoca̧ pod-
porza̧dkowania. Mówimy, że funkcja analityczna f jest podporza̧dkowana funkcji anal-
itycznej g w U , co zapisujemy f ≺ g w U , wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
analityczna w taka, że |w(z)| ≤ |z| i f(z) = g(w(z)) dla z ∈ U . Funkcja nadrzȩdna g nie
musi być jednolistna. Zatem f ≺ g w U implikuje f(U) ⊂ g(U). Jeżeli g jest jednolistna
w U , to

f ≺ g w U ⇔ [f(0) = g(0) i f(Ur) ⊂ g(Ur) dla 0 < r ≤ 1].

Można zauważyć, że f ∈ k-ST wtedy i tylko wtedy, gdy

(2.4)
zf ′(z)

f(z)
≺ pk(z) w U.

Jeżeli przez fk oznaczymy funkcjȩ analityczna̧ spe lniaja̧ca̧ warunki fk(0) = f ′k(0)− 1 = 0
i zf ′k(z)/fk(z) = pk(z), z ∈ U , to wykorzystuja̧c podporza̧dkowanie (2.4) otrzymujemy
(patrz [H1]-[32])

Twierdzenie 2.1. Jeżeli f ∈ k-ST dla pewnego k ≥ 0, to

Re

√
f(z)

z
>
√
−fk(−1) = exp

{∫ −1
0

pk(t)− 1

2t
dt

}
i oszacowanie jest dok ladne.

Ze zwia̧zku miȩdzy klasami k-UCV i k-ST otrzymujemy

f ∈ k-UCV ⇒ Re
√
f ′(z) > exp

{∫ −1
0

pk(t)− 1

2t
dt

}
.

Trudno jest obliczyć
√
−fk(−1) dla ustalonego k, ale wiemy, że ([H1]-[32])√

−fk(−1) ≥ k + 1

k + 2
, k ≥ 0.
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Jedynie dla k =
√

2/2 możemy wyznaczyć

p√2/2(z) =
2√

1− z
− 1 co daje

√
−f√2/2(−1) = (

√
2 + 2)/(

√
2 + 4).

W danej klasie F ciekawym i ważnym jest problem znalezienia

q(r) = min

{
Re

f(z)

z
: f ∈ F , |z| = r < 1

}
oraz znalezienia promienia ρ(β) najwiȩkszego ko la Uρ(β) ⊂ U , w którym Re(f(z)/z) > β
dla wszystkich f ∈ F . Reade i Silverman [18] otrzymali rozwia̧zanie tego problemu w
klasie ST (α) dla α = 0 i 1/2 ≤ α < 1, natomiast trudniejszy przypadek α ∈ (0, 1/2)
pozostawili jako problem otwarty. Dla α ∈ (0, 1/2) problem ten zosta l rozwia̧zany w pracy
Wísniowska [31]. W [H1]-[32] badalísmy ten problem w klasie k-ST . Wykorzystuja̧c
teoriȩ punktów ekstremalnych Reade i Silverman otrzymali q(r) w klasie ST = 0-ST :
dla |z| = r < 1,

min
f∈ST

Re
f(z)

z
=

1

(1 + r)2
, 0 < r ≤ 1/2,

min
f∈ST

Re
f(z)

z
=

1− 2r2

2(1− r2)2
, 1/2 < r < 1.

W pracy [H1]-[32] otrzymalísmy

Twierdzenie 2.2. Jeśli k ≥ 1, to dla |z| = r, 0 < r < 1

min
f∈k-ST

Re
f(z)

z
=
fk(−r)
−r

= exp

{∫ −r
0

pk(t)− 1

t
dt

}
.

Sta̧d jako wniosek otrzymujemy, że jeśli f ∈ k-ST dla pewnego k ≥ 1, to

Re
f(z)

z
> exp

{∫ −1
0

pk(t)− 1

t
dt

}
dla z ∈ U

i oszacowanie jest dok ladne.
Niech K(F) oznacza sta la̧ Koebe’go w klasie F , tj.

K(F) = sup

{
r ∈ (0, 1) : Ur ⊂

⋂
f∈F

f(U)

}
.

Przypomnijmy, żeK(S) = K(ST ) = 1/4 oraz ([6])K(k-ST ) = −fk(−1), w szczególności
dla k = 1 dostajemy wynik z [21]

K(1-ST ) = exp

{
− 4

π2

∫ π/2

0

t2

sin t
dt

}
' 0, 534.

Twierdzenie 2.3. ([H1]-[32]) Niech f ∈ k-ST dla pewnego k ≥ 1 i niech

ρ(β) = max{r : Re f(z)/z > β, |z| < r}, K(k-ST ) ≤ β < 1.
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Wtedy ρ(β) = min{r0, 1}, gdzie r0 jest określone równaniem

log(1/β) =

∫ r0

0

1− pk(−x)

x
dx.

Wynik jest dok ladny.

W pracy [H2]-[28] zbadanie w lasności funkcji pk pozwoli lo czȩściowo uzupe lnić lukȩ dla
0 < k < 1 w Twierdzeniu 2.2. Jeżeli 0 < k < 1, to funkcja pk jest postaci

pk(z) =
1

1− k2
cosh

{(
2

π
arccos k

)
log

1 +
√
z

1−
√
z

}
− k2

1− k2
, z ∈ U

i w [H2]-[28] udowodnilísmy nierówność

Re
zp′k(z)

pk(z)− 1
>

1

π

√
1 + k

1− k
arccos k, z ∈ U.

Ten wynik jest dok ladny i pozwoli l wykazać, że jeśli r ∈ (0, 1) jest dana̧ liczba̧, to funkcja
fk(z)/z jest wypuk la w kole |z| < r , o ile k ∈ (0, 1) spe lnia nierówność

k + 3

k + 1
− 2

π

√
1 + k

1− k
arccos k <

1

r
.

Nastȩpnie wykazalísmy, że

min

{
Re

f(z)

z
: f ∈ k-ST , |z| = r

}
=
fk(−r)
−r

,

przy odpowiednich k ∈ (0, 1), r = r(k) < 1. W szczególności otrzymalísmy

Twierdzenie 2.4. Niech f ∈ k-ST dla pewnego k ≥ k0, gdzie k0 jest jedynym w
przedziale (1/2,

√
2/2) rozwia̧zaniem równania

arccos k =
π
√

1− k2
(1 + k)2

.

Wtedy

Re
f(z)

z
> −fk(−1) dla z ∈ U.

Dla ustalonej klasy G ⊂ A liczbȩ

α∗(G) = sup{α ∈ [0, 1) : G ⊂ ST (α)}
nazywamy rzȩdem gwiaździstości klasy G.

Wiadomo, że α∗(CV) = 1/2 czyli każda funkcja wypuk la jest gwiaździsta rzȩdu 1/2. W
pracy [H5]-[35] otrzymujemy nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 2.5. Jeżeli f ∈ k-UCV dla pewnego k ≥ 0, k 6= 1, to f ∈ ST (β(k)), gdzie

β(k) =
1−k
k+1

2
2
k+1 (1− 2

k−1
k+1 )

.

Liczba β(k) nie jest najlepsza̧ możliwa̧. Lepszy wynik uzyskamy wykorzystuja̧c ([14])
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Lemat 2.5. Niech h bȩdzie funkcja̧ analityczna̧ w U , h(0) = 1 i niech q, q(0) = 1, spe lnia
równanie różniczkowe

q(z) +
zq′(z)

q(z)
= h(z), z ∈ U.

Jeśli za lożymy, że h jest wypuk la w U i Re q(z) > 0, z ∈ U , wtedy q jest jednolistna i jest
określona przez

q(z) =
zk′(z)

k(z)
, k(z) =

∫ z

0

g(t)

t
dt i g(z) = z exp

(∫ z

0

h(t)− 1

t
dt

)
.

Ponadto, jeśli f jest analityczna w U , f(0) = 0 i 1 + zf ′′(z)/f ′(z) ≺ h(z) w U , to
zf ′(z)/f(z) ≺ q(z) w U . Wynik jest dok ladny i funkcja̧ ekstremalna̧ jest f = k.

Jeśli f ∈ k-UCV , to korzystaja̧c z podporza̧dkowania

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ pk(z) w U

i z Lematu 2.5 otrzymujemy ([H5]-[35]) nastȩpuja̧ce oszacowanie rzȩdu gwiaździstości
klasy funkcji k-jednostajnie wypuk lych

Twierdzenie 2.6. Jeżeli k ≥
√

2/2, to

α∗(k-UCV) ≥ 6

3 + 4
√

2
= 0, 69309 . . .

Równość zachodzi dla k =
√

2/2.

Rza̧d gwiaździstości klasy UCV znaleziono w [30].

3. Funkcje k-jednostajnie gwiaździste

W pracy [H3]-[33] wprowadzone zosta lo pojȩcie k-jednostajnej gwiaździstości. Ustalmy
0 ≤ k ≤ 1. Funkcja f ∈ S jest k-jednostajnie gwiaździsta w U , jeżeli obraz dowolnego
 luku ko lowego γ zawartego w U , o środku w punkcie ζ, gdzie |ζ| ≤ k, jest gwiaździsty
wzglȩdem f(ζ).

Klasȩ wszystkich funkcji k-jednostajnie gwiaździstych bȩdziemy oznaczać przez k-UST .
Zauważmy, że dla k = 0 otrzymujemy klasȩ ST funkcji gwiaździstych, natomiast dla
k = 1 klasȩ UST funkcji jednostajnie gwiaździstych ([4]). Ponadto dla każdego k ∈ [0, 1]
zachodzi UST ⊂ k-UST ⊂ ST .

Przypomnijmy, że jeśli  luk γ jest dany równaniem γ : z = z(t), to  luk f(γ) jest
gwiaździsty wzglȩdem punktu w0 wtedy i tylko wtedy, gdy

d

dt
arg (f(z(t)− w0) ≥ 0.

Warunek ten jest równoważny warunkowi ([3])

Im

[
f ′(z)

f(z)− w0

dz

dt

]
≥ 0
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dla z na γ. Dla  luku ko lowego γ : z = ζ + reit mamy z′(t) = ireit = i(z − ζ), sta̧d dla
w0 = f(ζ) dostajemy

Im

[
f ′(z)

f(z)− w0

dz

dt

]
= Re

(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
.

Zatem otrzymujemy nastȩpuja̧cy warunek analityczny k-jednostajnej gwiaździstości
([H3]-[33])

(3.1) f ∈ k-UST ⇔ Re
(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
≥ 0 dla z ∈ U, |ζ| ≤ k.

Widać, że jeśli k = 0, to ζ = 0 i jest to warunek (1.1), natomiast dla k = 1 jest to
warunek jednostajnej gwiaździstości otrzymany przez Goodmana w [4].

Wiele prac dotycza̧cych funkcji jednostajnie wypuk lych i pewnych ich uogólnień zosta lo
napisanych, natomiast niewiele jest prac dotycza̧cych funkcji jednostajnie gwiaździstych.
Wynika to sta̧d, że badanie tych funkcji jest o wiele trudniejsze ze wzglȩdu na warunek
analityczny, który zawiera dwie zmienne zespolone, co prowadzi do skomplikowanych
obliczeń. Trudno jest nawet sprawdzić, czy ”prosta” funkcja jest jednostajnie gwiaździsta.

Goodman w [4] pokaza l, że

z

1− Az
∈ UST ⇔ |A| ≤ 1√

2(
|A| ≤

√
2

2n
, n > 1

)
⇒ z + Azn ∈ UST .

W poniższych twierdzeniach przedstawiamy przyk lady funkcji należa̧cych do klasy k-UST
(patrz [H3]-[33]).

Twierdzenie 3.1. Niech 0 ≤ k ≤ 1. Wtedy

z

1− Az
∈ k-UST ⇔ |A| ≤ 1√

1 + k2
.

Goodman wspomnia l w [4] (ale bez dowodu), że funkcja f(z) = z + Az2, z ∈ U, jest
w klasie UST wtedy i tylko wtedy, gdy |A| ≤

√
3/4. Wynik ten zosta l udowodniony w

[H3]-[33] i uogólniony na klasȩ k-UST .

Twierdzenie 3.2. Niech 0 ≤ k ≤ 1. Wtedy

f(z) = z + Az2 ∈ k-UST ⇔ |A| ≤
√

3/
√

4(k2 + 3).

Twierdzenie 3.3. Niech 0 ≤ k ≤ 1 i niech dla pewnej liczby naturalnej n ≥ 2

f(z) = z + Azn, z ∈ U.
Jeżeli

|A| ≤ 1

n

√
n+ 1

n+ 1 + (n− 1)k2
,

to f ∈ k-UST .
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Dla k = 0 jest to warunek wystarczaja̧cy na to, aby funkcja f(z) = z + Azn, z ∈ U,
by la w klasie ST . Dla k = 1 jest to wynik otrzymany przez Merkesa i Salmassi ([13]),
który poprawia rezultat Goodmanna |A| ≤ 1/(

√
2n). Oszacowanie w Twierdzeniu 3.3 nie

jest najlepsze z możliwych, oprócz przypadku n = 2 (patrz Twierdzenie 3.2) i gdy k = 0.

Dla danych podklas G i F klasy A liczbȩ

sup{r0 : (1/r)f(rz) ∈ G dla r ≤ r0, f ∈ F}
nazywamy promieniem klasy G w klasie F .

Wiadomo, że każda funkcja wypuk la jest gwiaździsta, sta̧d promień gwiaździstości klasy
CV jest równy 1. Merkes i Salmassi ([13]) i niezależnie Rønning ([23]) wykazali, że

f ∈ CV ⇒
√

2f(z/
√

2) ∈ UST
i liczba 1/

√
2 jest promieniem jednostajnej gwiaździstości w klasie CV .

Problem znalezienia promienia k-jednostajnej gwiaździstości w klasie funkcji wypuk lych
zosta l rozwia̧zany w kolejnym twierdzeniu

Twierdzenie 3.4 ([H3]-[33]) Niech 0 < k ≤ 1. Jeżeli f ∈ CV, to funkcja

U 3 z 7→ (1/rk) f(rkz),

gdzie rk = 1/
√

1 + k2, należy do klasy k-UST . Liczba rk jest promieniem k-jednostajnej
gwiaździstości w klasie CV.

Zauważmy, że dla k = 0 i k = 1 otrzymujemy odpowiednio przypomniane powyżej
promienie klasy ST i klasy UST w klasie CV .

Klasȩ k-UST można też określić wykorzystuja̧c splot funkcji. Jeżeli

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n, g(z) = z +

∞∑
n=2

bnz
n, z ∈ U,

to splot lub iloczyn Hadamarda funkcji f i g jest określony jako

(f ∗ g)(z) = z +
∞∑
n=2

anbnz
n, z ∈ U.

W [H3]-[33] wykazalísmy, że funkcja f ∈ S jest w klasie k-UST wtedy i tylko wtedy,
gdy

Re
f(z) ∗ z

(1−αz)(1−kz)

f(z) ∗ z
(1−αz)2

≥ 0 dla wszystkich z ∈ U, |α| ≤ 1.

Ruscheweyh w [25] wprowadzi l pojȩcie zbioru dualnego i zasady dualności. Dla dowol-
nego zbioru V ⊂ S definiujemy jego zbiór dualny jako

V∗ = {g ∈ S : ∀f ∈ V ; (f ∗ g)(z)/z 6= 0 w U} ,
i V∗∗ = (V∗)∗, jako drugi dualny (dualna̧ otoczkȩ V). Ważna ”zasada dualności” mówi, że
pod pewnymi nie zawsze silnymi za lożeniami o V , wiele liniowych(i innych) ekstremalnych
problemów dla V∗∗ można rozwia̧zać w V . W wielu ciekawych przypadkach zbiór V∗∗ jest
znacznie obszerniejszy niż zbiór V .
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W pracy [H4]-[34] otrzymalísmy nastȩpuja̧ca̧ charakterystykȩ klasy k-UST

Twierdzenie 3.5 Niech 0 ≤ k ≤ 1. Wtedy k-UST = Ω∗k, gdzie

Ωk =

{
g ∈ S : g(z) =

z

2

[
ε+ 1

(1− z)2
− ε− 1

(1− z)(1− ωz)

]
, |ε| = 1, |ω| = k

}
.

Dla k = 0 dostajemy rezultat otrzymany w [27], mianowicie

ST = Ω∗0, gdzie Ω0 =

{
g ∈ S : g(z) =

z

2

[
ε+ 1

(1− z)2
− ε− 1

1− z

]
, |ε| = 1

}
.

Dla k = 1 otrzymujemy zbiór, do którego klasa UST jest dualna (patrz ([16]).

Dla każdego k ∈ [0, 1] zachodzi relacja UST ⊂ k-UST ⊂ ST . Rønning [24] pokaza l,
że UST 6⊂ ST (1/2) i postawi l nastȩpuja̧cy problem: znaleźć najwiȩksze α ≥ 0 takie,
że UST ⊂ ST (α). Nezhmetdinov w [17] otrzyma l czȩściowe rozwia̧zanie tego prob-
lemu. Wykorzystuja̧c technikȩ dualności udowodni l, że jeśli α > α0 = 0.1483 . . . , to
UST 6⊂ ST (α). Ograniczenie α0 dostajemy ze skomplikowanego procesu liczenia maksi-
mum funkcji dwóch zmiennych rzeczywistych i α0 jest najlepszym wynikiem jaki można
policzyć wykorzystuja̧c metodȩ zbiorów dualnych. Jak dota̧d nie wiadomo, czy istnieje
α > 0 takie, że UST ⊂ ST (α).

W [27] udowodniono, że ST (α) = Ψ∗, gdzie

Ψ =

{
g ∈ S : g(z) = z

2(1− α) + (η + 2α− 1)z

2(1− α)(1− z)2
, |η| = 1

}
.

W pracy [H4]-[34] wykorzystuja̧c technikȩ zbiorów dualnych (patrz [26]) dostajemy

k-UST ⊂ ST (α)⇒ Ω∗k ⊂ Ψ∗

oraz

Ω∗k ⊂ Ψ∗ ⇒ λ(Ψ) ⊂ λ(cmΩk),

dla każdego cia̧g lego funkcjona lu liniowego λ, gdzie

cmV =

{
g(xz)

x
: g ∈ V, |x| ≤ 1

}
.

Wykorzystuja̧c to wykazalísmy nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 3.6.([H4]-[34]) Jeżeli 0 ≤ k < 1, to nie istnieje liczba dodatnia α taka, że
k-ST ⊂ ST (α).

Ten rezultat móg lby sugerować, że to samo jest prawda̧ dla k = 1, to znaczy, że UST
nie zawiera siȩ w ST (α) dla żadnego α > 0. Jednakże przej́scie w dowodzie Twierdzenia
3.6 do k = 1 nie jest cia̧g le. Zatem wynik Nezhmetdinova UST 6⊂ ST (0.1483) jest nadal
najlepszy dla klasy UST .
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4. Warunek wystarczaja̧cy jednostajnej gwiaździstości

Jak już podkreślalísmy, trudno jest badać klasy UST (k-UST ), bo warunek (3.1) za-
wiera dwie zmienne zespolone. W szczególności sprawdzenie, czy funkcja f należy do
klasy UST prowadzi do skomplikowanych rozważań. Sta̧d znane sa̧ tylko proste przyk lady
funkcji jednostajnie gwiaździstych.

W pracy [H7]-[37] podajemy ciekawe przyk lady funkcji w klasie UST i ustalamy jej
zwia̧zek z pewnymi podklasami funkcji wypuk lych. W szczególności dowodzimy, że każda
funkcja wypuk la rzȩdu 3/4 jest jednostajnie gwiaździsta.

Można zauważyć, że∫ 1

0

f ′(tz + (1− t)ζ)dt =

∫ z

ζ

f ′(u)

z − ζ
du =

1

z − ζ

∫ z

ζ

f ′(u)du =
f(z)− f(ζ)

z − ζ
.

Sta̧d dostajemy nastȩpuja̧ca̧ charakteryzacjȩ klasy UST

f ∈ UST ⇔ Re

{
1

f ′(z)

∫ 1

0

f ′(tz + (1− t)ζ)dt

}
≥ 0 dla z ∈ U, ζ ∈ U.

Jeśli z, ζ ∈ U i t ∈ [0, 1], to tz + (1− t)ζ = w ∈ U . Zatem

Re

{
1

f ′(z)

∫ 1

0

f ′(tz + (1− t)ζ)dt

}
= Re

∫ 1

0

f ′(w)

f ′(z)
dt =

∫ 1

0

Re
f ′(w)

f ′(z)
dt.

Wykorzystuja̧c to Merkes i Salmassi ([13]) udowodnili nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 4.1. Niech f ∈ S. Jeżeli dla dowolnych z ∈ U , w ∈ U

Re
f ′(w)

f ′(z)
≥ 0,

to f ∈ UST .
W oparciu o ten rezultat w pracy [H7]-[37] dowodzimy nastȩpuja̧cy warunek wystar-

czaja̧cy jednostajnej gwiaździstości:

Twierdzenie 4.2. Niech f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n, z ∈ U . Jeżeli

|Argf ′(z)| ≤ π

4
dla z ∈ U,

to f ∈ UST .

Dota̧d znane by ly nieliczne i bardzo proste przyk lady funkcji jednostajnie gwiaździstych,
jak homografie i dwumiany. Wynik z Twierdzenia 4.2 generuje wiele przyk ladów funkcji
jednostajnie gwiaździstych [H7]-[37].

Przyk lad 4.1. Niech

P1(z) =

√
1 + z

1− z
, z ∈ U.

Wtedy P1(U) = {w ∈ C : |Argw| < π/4}.
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Jeśli f ′1(z) = P1(z), to w oparciu o Twierdzenie 4.2, f1 ∈ UST . Zatem funkcja

f1(z) = 2 arctan

√
1 + z

1− z
−
√

1− z2 + 1− π

2
, z ∈ U,

jest jednostajnie gwiaździsta w U .

Przyk lad 4.2. Niech

P2(z) = 1 +
2

π2

(
log

1 +
√
z

1−
√
z

)2

, z ∈ U.

Ta funkcja odgrywa ważna̧ rolȩ w klasie UCV wszystkich funkcji jednostajnie wy-
puk lych. Wiadomo ( [10], [21]), że f ∈ UCV wtedy i tylko wtedy, gdy

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ P2(z) w U.

Obrazem ko la jednostkowego U poprzez P2 jest obszar ograniczony parabola̧

{w = u+ iv : v2 = 2u− 1}.

Ponadto |ArgP2(z)| < π/4 dla z ∈ U . Zatem f ′2(z) = P2(z) dla z ∈ U, implikuje
f2 ∈ UST .

Wykorzystuja̧c standardowe metody ca lkowania dostajemy

f2(z) = z +
2

π2

[
(z − 1)

(
log

1 +
√
z

1−
√
z

)2

+ 4
√
z

(
log

1 +
√
z

1−
√
z

)
+ 4 log(1− z)

]
, z ∈ U,

sta̧d f2 należy do klasy UST .

Przyk lad 4.3. Niech

P3(z) =
1 + Az

1− Az
, z ∈ U,

gdzie 0 < A ≤
√

2− 1.
Wtedy P3 odwzorowuje U na ko lo{

w ∈ C :

∣∣∣∣w − 1 + A2

1− A2

∣∣∣∣ < 2A

1− A2

}
.

Dla 0 < A ≤
√

2 − 1 ko lo P3(U) jest zawarte w obszarze {w ∈ C : |Argw| < π/4}. Sta̧d
jeśli f ′3(z) = P3(z), to f3 ∈ UST , gdyż |Argf ′3(z)| < π/4 dla z ∈ U.

Zatem funkcja

f3(z) = −z − 2

A
log(1− Az), z ∈ U dla 0 < A ≤

√
2− 1,

jest w klasie UST .



AUTOREFERAT 15

Przyk lad 4.4. Niech

P4(z) =
1√

1− z
, z ∈ U.

Ta funkcja przekszta lca ko lo jednostkowe na obszar ograniczony hiperbola̧

{w = u+ iv : u2 − v2 = 1/2, u > 0}
i sta̧d P4(U) ⊂ {w ∈ C : |Argw| < π/4}. Zatem

f4(z) = 2− 2
√

1− z = z +
1 · 1
1 · 4

z2 +
1 · 1 · 3
1 · 4 · 6

z3 +
1 · 1 · 3 · 5
1 · 4 · 6 · 8

z4 + . . .

jest jednostajnie gwiaździsta w U , gdyż f ′4(z) = P4(z) dla z ∈ U.

Przyk lad 4.5. Niech
P5(z) =

√
1 + z, z ∈ U.

Obrazem ko la jednostkowego U poprzez funkcjȩ P5 jest obszar ograniczony lemniskata̧

{w = u+ iv : (u2 + v2)2 − 2(u2 − v2) = 0, u > 0},
sta̧d P5(U) ⊂ {w ∈ C : |Argw| < π/4}. Zatem funkcja

f5(z) =
2

3

[
(1 + z)3/2 − 1

]
= z +

1

4
z2 − 1 · 1

4 · 6
z3 +

1 · 1 · 3
4 · 6 · 8

z4 − . . . , z ∈ U,

należy do klasy UST , ponieważ f ′5(z) = P5(z) dla z ∈ U.

Niech ϕ bȩdzie funkcja̧ analityczna̧ i jednolistna̧ w U , która spe lnia nastȩpuja̧ce warunki:
Reϕ(z) > 0 dla z ∈ U , ϕ(0) = 1, ϕ′(0) > 0 oraz ϕ(U) jest obszarem wypuk lym
symetrycznym wzglȩdem osi rzeczywistej.

Przez CV(ϕ), odpowiednio przez ST (ϕ), oznaczamy podklasȩ funkcji wypuk lych, odpowied-
nio gwiaździstych, zdefiniowana̧ warunkiem

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ ϕ(z) w U,

odpowiednio
zf ′(z)

f(z)
≺ ϕ(z) w U.

Klasy CV(ϕ) i ST (ϕ) by ly rozważane w [12], gdzie otrzymano wiele wyników dla funkcji
w tych klasach, m. in. oszacowanie modu lu funkcji, oszacowanie modu lu pochodnej,
twierdzenie o pokryciu.

Zauważmy, że

CV = CV(ϕ0), ST = ST (ϕ0) gdzie ϕ0(z) =
1 + z

1− z
,

UCV = CV(ϕ1), Sp = ST (ϕ1) gdzie ϕ1(z) = 1 +
2

π2

(
log

1 +
√
z

1−
√
z

)2

,

natomiast dla

ϕ2(z) =
1 + (1− 2α)z

1− z
, 0 ≤ α < 1,
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otrzymujemy klasy funkcji wypuk lych i gwiaździstych rzȩdu α, czyli

CV(ϕ2) = CV(α) =

{
f ∈ S : Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α, z ∈ U

}
,

ST (ϕ2) = ST (α) =

{
f ∈ S : Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α, z ∈ U

}
.

Niech kϕ bȩdzie funkcja̧ analityczna̧ w kole U , określona̧ nastȩpuja̧cymi warunkami
kϕ(0) = k′ϕ(0)− 1 = 0 oraz

1 +
zk′′ϕ(z)

k′ϕ(z)
= ϕ(z).

W pracy [H7]-[37] podalísmy zwia̧zek klasy CV(ϕ) z klasa̧ UST . Widać, że kϕ(z) ∈
CV(ϕ) i jeśli f ∈ CV(ϕ), to można pokazać (patrz [H7]-[37]), f ′ ≺ k′ϕ w U i w konsekwencji
otrzymać nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 4.3. Niech f ∈ CV(ϕ). Jeżeli∣∣∣∣Arg

{
exp

∫ z

0

ϕ(t)− 1

t
dt

}∣∣∣∣ ≤ π

4
dla z ∈ U,

to f ∈ UST .

Twierdzenie to można zapisać w równoważnej postaci

CV(ϕ) ⊂ UST ,

o ile ∣∣∣∣Im ∫ z

0

ϕ(t)− 1

t
dt

∣∣∣∣ ≤ π

4
, z ∈ U.

Jeżeli f ∈ CV(α), to można pokazać, że (patrz [H7]-[37]) f ∈ UST dla 3/4 ≤ α < 1,
czyli

CV(3/4) ⊂ UST .
Natomiast, gdy f ∈ CV(ϕ3), gdzie ϕ3(z) = 1 + Az, to ([H7]-[37]) f ∈ UST dla 0 <

A ≤ π/4, czyli

CV(ϕ3) ⊂ UST dla 0 < A ≤ π/4.

Sta̧d  latwo otrzymać nastȩpuja̧cy

Wniosek 4.1. ([H7]-[37]) Niech f ∈ S. Jeżeli∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ π

4
, z ∈ U,

to f ∈ UST .
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5. Podsumowanie

Prace [H1], [H2], [H5] i [H6] z listy prac stanowia̧cych osia̧gniȩcie naukowe (czyli [32],
[28], [35], [8]) dotycza̧ funkcji k-jednostajnie wypuk lych.

W [H1]-[32] rozwia̧zany zosta l problem znalezienia dolnego ograniczenia Re
√
f ′(z) w

kole U , gdy f jest w klasie k-UCV i otrzymano wynik dok ladny. Nastȩpnie badano prob-
lem znalezienia min {Re f(z)/z : f ∈ k-ST , |z| = r < 1} oraz znalezienia promienia ρ(β)
najwiȩkszego ko la Uρ(β) ⊂ U , w którym Re(f(z)/z) > β dla wszystkich f ∈ k-ST .
Otrzymano rozwia̧zanie tego problemu dla k ≥ 1. W pracy [H2]-[28] zbadanie w lasności
funkcji pk pozwoli lo wykazać, że przy odpowiednich k ∈ (0, 1), r = r(k) < 1 mamy
min {Re f(z)/z : f ∈ k-ST , |z| = r} = −fk(−r)/r. Ze wzglȩdu na relacjȩ typu Alexan-
dra miȩdzy klasami k-ST i k-UCV wyniki otrzymane w klasie k-ST można odpowiednio
przenieść na wyniki w klasie k-UCV . W pracy [H6]-[8] udowodniono ciekawe geome-
tryczne w lasności funkcji z klasy k-ST . W [H5]-[35] otrzymano pewne oszacowania rzȩdu
gwiaździstości klasy k-UCV i dok ladna̧ wartość rzȩdu gwiaździstości klasy k-UCV dla
k =
√

2/2.
Prace [H3], [H4] i [H7] z listy prac stanowia̧cych osia̧gniȩcie naukowe (czyli [33], [34],

[37]) dotycza̧ funkcji k-jednostajnie gwiaździstych.
W [H3]-[33] wprowadzona zosta la geometryczna definicja k-jednostajnej gwiaździstości

funkcji. Wyprowadzono warunek analityczny dla funkcji w klasie k-UST , podano proste
przyk lady funkcji k-jednostajnie gwiaździstych i wyznaczono promień k-jednostajnej gwiaź-
dzistości w klasie funkcji wypuk lych. W pracy [H4]-[34] rozwia̧zano nastȩpuja̧cy problem:
znaleźć najwiȩksze α ≥ 0 takie, że UST ⊂ ST (α). Podano zbiór, do którego klasa k-UST
jest dualna i wykorzystuja̧c technikȩ zbiorów dualnych udowodniono, że gdy k ∈ [0, 1),
to nie istnieje liczba dodatnia α taka, że k-ST ⊂ ST (α). W [H7]-[37] udowodniono
prosty warunek wystarczaja̧cy jednostajnej gwiaździstości, co pozwoli lo otrzymać nowe
ciekawe przyk lady funkcji jednostajnie gwiaździstych. Ustalono również, jaki warunek
musi spe lniać funkcja ϕ, aby klasa CV(ϕ) by la zawarta w klasie UST i podano odpowied-
nie przyk lady.
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Gegenstände der Geometrie, Heft 2, Teubner, Leipzig, 1913.
[30] R. Szász, P.A. Kupan, The exact order of starlikeness of uniformly convex functions, Comput. Math.

Appl. 62 (2011), 173–186.
[31] A. Wísniowska, Extremal properties for closed convex hulls of some subclasses of univalent functions,

Folia Sci. Technic. Resov. 15 (1994), 85–92.
[32] A. Wísniowska-Wajnryb, Some extremal bounds for subclasses of univalent functions, Appl. Math.

Comput. 215 (2009), 2634–2641.
[33] A. Wísniowska-Wajnryb, On classes of uniformly starlike functions, Ann. Polon. Math. 108.1,

(2013), 11–19.
[34] A. Wísniowska-Wajnryb, The order of starlikeness of the class of uniformly starlike functions, Math.

Nachr. 289, No. 16, (2016), 2083–2088.
[35] A. Wísniowska-Wajnryb, The order of starlikeness of uniformly convex functions, J. Appl. Anal.

23(1) (2017), 33–38.
[36] A. Wísniowska-Wajnryb, A survey on k-uniformly starlike functions, Current Research in Mathe-

matical and Computer Sciences, Publisher UWM, Olsztyn, (2017), 225–232.
[37] A. Wísniowska-Wajnryb, On a simple sufficient condition for the uniform starlikeness, Bulletin of

the Malaysia Mathematical Sciences Society, przyjȩta do druku.



AUTOREFERAT 19

5. Lista publikacji nie wchodza̧cych w sk lad osia̧gniȩcia naukowego
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6. Omówienie wyników wybranych publikacji

W pracy [1] podano pewne interpretacje geometryczne klasy S∗(α) funkcji α-ka̧towo
gwiaździstych wprowadzonej przez Brannana i Kirwana oraz niezależnie przez J. Stankie-
wicza. W geometrycznej teorii funkcji szukamy interpretacji geometrycznej klasy funkcji
danej warunkiem analitycznym i odwrotnie, szukamy pewnych warunków analitycznych
dla klas zdefiniowanych przez w lasności geometryczne. Przypomnijmy, że klasa S∗(α) ⊂ S
jest zdefiniowana warunkiem∣∣∣∣arg

zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < απ

2
dla z ∈ U, 0 < α ≤ 1.

Dla danego zbioru D ⊂ C i liczby zespolonej w niech

wD := {ζ = wz : z ∈ D}.

W [1] dowodzimy, że f ∈ S należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy

∀w {w ∈ f(U)⇒ wGα ⊂ f(U)},

gdzie Gα jest ka̧tem spiralnym ograniczonym przez  luki spirali

l3 : w = exp{t tg(απ/2) + it}, t ∈ [−π, 0],

l4 : w = exp{−t tg(απ/2) + it}, t ∈ [0, π].

W pracy [13] podana zosta la inna geometryczna charakteryzacja klasy S∗(α). Dowo-
dzimy, że f ∈ S należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy

Re
(z − ζ)f ′(z)

f(z)
≥ 0 dla z ∈ U, |ζ| ≤ |z| cos

απ

2
.

Wykorzystuja̧c to wykazujemy, że f ∈ S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy obraz czȩści
wspólnej ko la U i zbioru

U

(
0,

|ζ|
cos(απ/2)

)
∪ U(ζ, r)

jest zbiorem gwiaździstym dla każdego ζ ∈ U i r > 0.

W pracy [3] podalísmy rozwia̧zanie problemu otwartego (postawionego w pracy M.O.
Reade, H. Silverman, Radii problems for linear properties of univalent functions, Houston
J. Math. Vol. 17, No. 2 (1991), 227–235) : znaleźć min|z|=r Ref(z)/z, gdy f ∈ ST (α)
dla 0 < α < 1/2. Otrzymalísmy nastȩpuja̧cy rezultat: Niech f ∈ ST (α), 0 < α < 1/2.
Wtedy dla |z| = r < 1 mamy

min Re
f(z)

z
=

1

(1 + r)2(1−α)
, 0 < r ≤ 1

2(1− α)
,

min Re
f(z)

z
= (1− 2r cos θr + r2)α−1 cos

[
2(1− α)

π − θr
3− 2α

]
,

1

2(1− α)
< r < 1,
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gdzie θr = θr(r) jest jedynym w przedziale (0, π) rozwia̧zaniem równania

r =
sin( π−θr

3−2α)

sin[2(1− α) π−θr
3−2α ]

.

W pracy [7] badalísmy relacjȩ miȩdzy majoryzacja̧ funkcji f i F w U a majoryzacja̧
ich pochodnych f ′ i F ′ w mniejszym kole |z| < r0. Niech f i F bȩda̧ dwoma funkcjami
analitycznymi w kole |z| < r. Mówimy, że funkcja f jest majoryzowana przez funkcjȩ F
w kole |z| < r i piszemy f � F w |z| < r, jeśli istnieje funkcja ϕ analityczna w |z| < r
taka, że f(z) = ϕ(z) · F (z), |ϕ(z)| ≤ 1 dla |z| < r. Dla danej liczby n = 0, 1, 2, . . . niech
Nn oznacza klasȩ funkcji analitycznych w U postaci

f(z) = an+1z
n+1 + an+2z

n+2 + . . . , an+1 6= 0.

Niech SH(α), α > 0, oznacza podklasȩ klasy ST zawieraja̧ca̧ funkcje, które spe lniaja̧
warunek ∣∣∣∣zF ′(z)

F (z)
− 2(
√

2− 1)α

∣∣∣∣ < √2Re
zF ′(z)

F (z)
+ 2(
√

2− 1)α, z ∈ U.

Klasa ta jest zwia̧zana z obszarem ograniczonym hiperbola̧, a jej podstawowe w lasności
zosta ly wykazane w pracach [6], [8]. W pracy [7] wyznaczylísmy najmniejsza̧ liczbȩ T (r)
taka̧, że dla każdej pary funkcji f ∈ Nn, F ∈ SH(α) zachodzi: f � F w U implikuje
|f ′(z)| ≤ T (r) · |F ′(z)| dla |z| = r < 1.

W pracach [15], [16], [17], wspólnych z Bronis lawem Wajnrybem, rozważamy rozga lȩzio-
ne nakrycia dysku D zawartego w p laszczyźnie. Nakrycie stopnia d to funkcja f : X → D
powierzchni X z brzegiem na dysk D taka, że każdy punkt y ∈ D posiada ma le, spójne
otwarte otoczenie U w D, dla którego przeciwobraz f−1(U) sk lada siȩ z d sk ladowych Vi.
Ograniczenie f do Vi jest homeomorfizmem f : Vi → U . Rozważamy zwyk la̧ strukturȩ ze-
spolona̧ na D i wtedy istnieje taka struktura zespolona na X, że f jest funkcja̧ analityczna̧
(lokalnie jednolistna̧).

Funkcja f : X → D jest nakryciem rozga lȩzionym, jeżeli istnieja̧ wyróżnione punkty
y1, . . . , yn ∈ D ( punkty krytyczne) i ich otoczenia Uj takie, że dla niektórych Vj ⊂ f−1(Uj)
funkcja f : Vj → Uj wygla̧da (w odpowiednich wspó lrzȩdnych) jak y = f(z) = zk, gdzie
punkt y = 0 odpowiada punktowi yj. Wtedy punkt x ∈ X odpowiadaja̧cy punktowi z = 0
nazywamy punktem rozga lȩzienia stopnia k. Rozważamy tylko proste nakrycia takie, że
każdy f−1(yi) ma d− 1 punktów i jeden z nich jest rozga lȩziony stopnia 2.

Rozważamy homeomorfizmy σ dysku D, które sa̧ sta le na brzegu D i permutuja̧ punkty
krytyczne. Klasy izotopii tych homeomorfizmów tworza̧ grupȩ warkoczy Bn. Czasem
homeomorfizm σ ∈ Bn podnosi siȩ do homeomorfizmu σ powierzchni X (który przepro-
wadza każdy przeciwobraz f−1(y) na przeciwobraz f−1(σ(y))) i jest sta ly na brzegu X.
Taki homeomorfizm σ nazywamy automorfizmem nakrycia f i każdy taki automorfizm
nakrycia f jest podniesieniem jakiegoś automorfizmu σ. Naszym celem by lo znaleźć grupȩ
wszystkich automorfizmów dowolnego prostego nakrycia f czyli podgrupȩ Lf grupy Bn,
której elementy podnosza̧ siȩ do automorfizmów nakrycia f . Dok ladniej znaleźć skończony
zbiór automorfizmów σ, który generuje podgrupȩ Lf . Grupa Lf ma skończony indeks w
grupie Bn.
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W 1985 roku Joan Birman i Bronis law Wajnryb znaleźli generatory Lf dla prostych
nakryć dysku D stopnia 3.

W 1991 roku Fabrizio Catanese i Bronis law Wajnryb znaleźli generatory Lf dla nakryć
dowolnego stopnia, gdy X jest dyskiem (i funkcja f jest wielomianem).

W pracy [15] znaleźlísmy generatory Lf dla dowolnych prostych nakryć dysku stopnia
4.

W pracy [16] rozwia̧zalísmy ogólny problem, znaleźlísmy generatory Lf dla prostego
nakrycia dowolnego stopnia.

W pracy [17] rozszerzylísmy nasze wyniki do niestandardowych automorfizmów nakrycia
f : na dole σ jest sta le na brzegu D, ale na górze σ permutuje punkty f−1(y0) dla
ustalonego punktu y0 na brzegu dysku D.

Opis generatorów jest zbyt skomplikowany, aby go tutaj przedstawić.

W pracy [19] udowodnilísmy w elementarny sposób twierdzenie Loomisa-Whitneya.
Twierdzenie to podaje nierówność jaka zachodzi miȩdzy objȩtościa̧ zbioru otwartego w
przestrzeni n-wymiarowej, a polami jego rzutów na (n − 1)-wymiarowe podprzestrzenie
wspó lrzȩdnych. Loomis i Whitney zredukowali problem do kombinatorycznego twierdzenia,
które jest szczególnym przypadkiem twierdzenia:

Twierdzenie [19]. Niech U bȩdzie skończonym podzbiorem przestrzeni Rn i niech Ui
bȩdzie rzutem U na podprzestrzeń {(a1, . . . , an) ∈ Rn : ai = 0}. Wtedy

|U |n−1 ≤
n∏
i=1

|Ui|,

gdzie |A| oznacza liczbȩ elementów zbioru A.
Udowodnilísmy nastȩpuja̧cy lemat podaja̧cy ogólna̧ nierówność zachodza̧ca̧ miȩdzy liczbami

rzeczywistymi:
Lemat [19]. Niech {a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk} bȩdzie skończonym zbiorem dodatnich liczb

rzeczywistych. Wtedy
k∏
i=1

(aki + bki ) ≥

(
k∏
i=1

ai +
k∏
i=1

bi

)k

.

Z lematu tego w prosty sposób (dowód indukcyjny) wynika kombinatoryczna wersja
twierdzenia Loomisa-Whitneya.
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