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1. PODSTAWOWE INFORMACJE O PRZEDMIOCIE

Nazwa przedmiotu

Przedmiot z zakresu wybranego dziatu matematyki

Kod przedmiotu*

Bfé\\/lvv: é(zeg?eojslzrelrun ok Kolegium Nauk Przyrodniczych
Nazwa jednostki Instytut Matematyki
realizujacej przedmiot Kolegium Nauk Przyrodniczych
Kierunek studiow matematyka

Poziom studiow

studia | stopnia

Profil

ogolnoakademicki

Forma studiow

stacjonarne

Rok i semestr/y studiow

rok Ill, semestr V

Rodzaj przedmiotu

przedmiot kierunkowy (do wyboru)

Jezyk wyktadowy

Jezyk polski

Koordynator

prof. dr hab. Wiestaw Sliwa

Imie i nazwisko osoby
prowadzacej/ osob
prowadzacych

prof. dr hab. Wiestaw Sliwa

* -opcjonalnie, zgodnie z ustaleniami w Jednostce

1.1.Formy zaje¢ dydaktycznych, wymiar godzin i punktow ECTS

Semestr . Inne Liczba pkt.
- Wykt. | Cw. | Konw. | Lab. | Sem. | ZP | Prakt. (jakie?) ECTS
5 30 | 30 6

1.2. Sposob realizacji zajec
zajecia w formie tradycyjnej
zajecia realizowane z wykorzystaniem metod i technik ksztatcenia na odlegtos¢

1.3 Forma zaliczenia przedmiotu (z toku) (egzamin, zaliczenie z oceng, zaliczenie bez oceny)
Cwiczenia - zaliczenie z oceng

Wyktad - egzamin

2.WYMAGANIA WSTEPNE

Znajomos¢ analizy matematycznej 1i 2. Znajomosc¢ elementarnej teorii ciat —w tym
rozszerzen algebraicznych ciata i domkniecia algebraicznego ciata. Znajomosc elementarne;
topologii — w tym przestrzeni zwartych, twierdzenia Tichonowa oraz twierdzenia Baire'a.

3. CELE, EFEKTY UCZENIA SIE , TRESCI PROGRAMOWE | STOSOWANE METODY DYDAKTYCZNE




3.1 Cele przedmiotu

Zapoznanie studentow z podstawami teorii ciat niearchimedesowych tzn. ciat z
Ca waluacja niearchimedesowg, ktore sg zupetne w ultrametryce generowanej przez te
waluacje - w tym ciata liczb p-adycznych Qp i ciata zespolonych liczb p-adycznych Cp.

Zapoznanie studentow z podstawami teorii niearchimedesowych funkcji ciagtych —w
C2 tym z jednostajng aproksymacjg funkgcji ciggtych (a) funkcjami lokalnie statymi; (b)
funkcjami prostymi; (c) wielomianami.

3

Zapoznanie studentow z podstawami teorii niearchimedesowych funkcji
rozniczkowalnych —w tym z charakteryzacjg funkcji majacych funkcje pierwotne.

3.2 Efekty uczenia sie dla przedmiotu

EK (efekt Odniesienie do
. Tres¢ efektu ksztatcenia zdefiniowanego dla przedmiotu efektow
ksztatcenia) -
kierunkowych *

EK_o1 Student zna i rozumie definicje, wiasnosci i przyktady K_Wo3
ultrametryki i przestrzeni ultrametryczne;.

EK_o2 Student zna i rozumie definicje, wiasnosci i przykfady: K_Wo3
waluacji na ciele; waluacji archimedesowej i
niearchimedesowej; waluacji dyskretneji gestej.

EK_o3 Student zna i rozumie definicje i wtasnosci ultrametryki K_Wo3
generowanej przez waluacje niearchimedesowa na ciele.

EK_o4 Student zna i rozumie definicje i wtasnosci waluacji p- K_Wo3
adycznej na ciele liczb wymiernych oraz twierdzenie
Ostrowskiego o waluacjach na ciele liczb wymiernych.

EK_os Student zna i rozumie definicje i wtasnosci lokalnie K_Wo3
zwartego ciata z waluacja niearchimedesowa.

EK_o6 Student zna i rozumie konstrukcje uzupetnienia ciata z K_Wo3
waluacja.

EK_o7 Student zna i rozumie definicje, wiasnosci i przykfady ciata | K_Wo3
niearchimedesowego —w tym ciata liczb p-adycznych Qp,
gdzie p jest dowolng liczba pierwsza.

EK_o8 Student zna i rozumie definicje, wiasnosci i przykfady: K_Wo3
ultranormy na przestrzeni liniowej nad ciatem
niearchimedesowym oraz przestrzeni ultraunormowane;.

EK_o9 Student zna i rozumie twierdzenie Krulla o rozszerzaniu K_Wo3
waluacji niearchimedesowej oraz wie, ze waluacje z ciata
niearchimedesowego K mozna rozszerzy¢ jednoznacznie
na algebraiczne domkniecie ciata K.

EK_10 Student zna i rozumie podstawowe twierdzenia o K_Wo3
algebraicznym domknieciu ciata niearchimedesowego.

EK_11 Student zna i rozumie definicje i wtasnosci ciata K_Wo3
zespolonych liczb p-adycznych Cp.

W przypadku $ciezki ksztatcenia prowadzacej do uzyskania kwalifikacji nauczycielskich uwzgledni¢ réwniez efekty

uczenia sie ze standardéw ksztatcenia przygotowujgcego do wykonywania zawodu nauczyciela.




EK_12 Student zna i rozumie definicje funkcji prostej oraz K_Wo3
twierdzenie o jednostajnej aproksymacji funkcji ciggtej
funkcjami prostymi.

EK_13 Student zna i rozumie twierdzenie Kaplansky’'ego o K_Wo3
jednostajnej aproksymacji funkcji ciaggtej wielomianami.
EK_14 Student zna i rozumie definicje funkcji pierwotnej do K_Wo3

danej funkcji oraz charakteryzacje funkcji, ktére maja
funkcje pierwotng; w szczegolnosci wie, ze kazda funkcja
ciggta ma funkcje pierwotna.

EK_ a5 Student potrafi udowodni¢, ze kazda skoriczenie K_Uos, K_Uo6
wymiarowa przestrzen ultraunormowana jest zupetna.
EK 16 Student potrafi udowodnic twierdzenia: (a) o ciggtosci K_Uos, K_Uo6

sumy, iloczynu i ilorazu funkcji ciggtych; (b) o ciggtosci
funkcji ztozonej; (c) o ciggtosci funkcji odwrotne;.

EK_17 Student potrafi pokazad twierdzenie o jednostajnej K_Uos, K_Uo6
aproksymacji funkcji ciagtej funkcjami lokalnie statymi.
EK_18 Student potrafi udowodnic twierdzenie: (a) o K_Uos, K_Uo6

rozniczkowalnosci sumy, iloczynu i ilorazu funkcji
rozniczkowalnych; (b) o rézniczkowalnosci funkcji
ztozonej.

EK_19 Student potrafi pokazad na przykfadzie, ze w analizie K_Uos, K_Uob6
niearchimedesowej nie zachodzi twierdzenie analogiczne
do twierdzenia o wartosci srednie;.

EK_20 Student potrafi pokaza¢, ze pochodna funkg;ji K_Uos, K_Uo6
rozniczkowalnej jest funkcja | klasy Baire'a.
EK_21 Student jest w stanie krytycznie oceniac¢ odbierang wiedze | K_Ko1

i formutowad pytania stuzace lepszemu zrozumieniu
pojec, przyktaddw i twierdzen (i ich dowoddw)z zakresu
analizy niearchimedesowej.

3.3 Tresci programowe
A. Problematyka wyktadu

Tresci merytoryczne

Przestrzenie ultrametryczne (2 godziny)
Definicja ultrametryki i przestrzeni ultrametrycznej.
Przyktady przestrzeni ultrametrycznych.Wtasnosci przestrzeni ultrametrycznych.

Ciata z waluacja (4 godziny)

Definicja waluacji na ciele i metryki generowanej przez nia.

Definicja waluacji archimedesowej i niearchimedesowej na ciele.

Waluacje p-adyczne na ciele liczb wymiernych.

Twierdzenie Ostrowskiego o waluacjach na ciele liczb wymiernych.
Wtasnosci waluacji niearchimedesowej i ultrametryki generowanej przez nia.
Definicja waluacji dyskretnej oraz waluacji gestej.

Definicja ciata residualnego ciata z waluacjg niearchimedesows.

Uzupetnienie ciata z waluacja (2 godziny)
Definicja uzupetnienia ciata z waluacja.




Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci uzupetnienia ciata z waluacja.

Ciata niearchimedesowe (2 godziny)

Definicja ciata niearchimedesowego.

Zbieznosc¢ ciggow, szeregdw i iloczyndw nieskoriczonych w ciele niearchimedesowym.
Twierdzenie o lokalnie zwartych ciatach z waluacja niearchimedesowa.

Ciata liczb p-adycznych Qp (2 godziny)
Definicja ciata liczb p-adycznych Qp jako uzupetnienia ciata liczb wymiernych Q z waluacja p-
adyczng. Wiasnosci ciata liczb p-adycznych Qp.

Przestrzenie ultraunormowane (2 godziny)

Definicja ultranormy na przestrzeni liniowej nad ciatem niearchimedesowym.
Twierdzenie o rownowaznosci ultranorm na skornczenie wymiarowej przestrzeni liniowe;.
Twierdzenie o zupetnosci skoriczenie wymiarowej przestrzeni ultraunormowane;.

Rozszerzanie waluvacji (4 godziny)

Twierdzenie Krulla o istnieniu rozszerzenia waluacji niearchimedesowej z podciata na ciato.
Twierdzenie o jednoznacznosci rozszerzenia waluacji z ciata niearchimedesowego na jego
algebraiczne domkniecie.

O domknieciu algebraicznym ciata niearchimedesowego (4 godziny)

Twierdzenie o ciele residualnym domkniecia algebraicznego ciata niearchimedesowego.
Twierdzenie o grupie wartosci waluacji na domknieciu algebraicznym ciata
niearchimedesowego. Algebraiczne domkniecie lokalnie zwartego ciata niearchimedesowego
nie jest zupetne. Uzupetnienie algebraicznego domkniecia ciata niearchimedesowego jest
ciatem algebraicznie domknietym. Definicja ciata liczb p-adycznych zespolonych Cp jako
uzupetnienia algebraicznego domkniecia ciata liczb p-adycznych Qp. Ciato liczb p-adycznych
zespolonych Cp jest algebraicznie izomorficzne z ciatem liczb zespolonych C.

Aproksymacja funkgji ciagtych (4 godziny)

[W tym i w nastepnych punktach przez funkcje rozumiemy niearchimedesowa funkcje tzn.
funkcje okreslona na pewnym podzbiorze X ciata niearchimedesowego K i przyjmujaca
wartosci w ciele K]

Definicja funkcji lokalnie statej. Twierdzenie o jednostajnej aproksymacji funkcji ciggtej
funkcjami lokalnie statymi. Twierdzenie o jednostajnej aproksymacji funkcji ciagtej funkcjami
prostymi tzn. funkcjami ciggtymi majgcymi skoriczony zbior wartosci. Twierdzenie
Kaplansky’ego o jednostajnej aproksymacji funkcji ciggtej wielomianami.

Funkcje pierwotne (4 godziny)

Mowimy, ze funkcja g jest funkcjg pierwotna funkcji f, jezeli jest rozniczkowalna i jej pochodna
jest rowna funkgcji f. Pochodna funkcji rozniczkowalnej jest funkcja | klasy Baire’a. Kazda
funkcja I klasy Baire'a jest granicg punktowa pewnego ciggu funkgji lokalnie statych. Definicja
funkgji lokalnie liniowej. Kazda funkcja lokalnie stata ma funkcje pierwotng, ktora jest funkcja
lokalnie liniowa. Definicja d-zbieznosci i d-granicy ciggu funkcji. Kazda funkcja | klasy Baire’a
ma funkcje pierwotng, ktdra jest d-granica pewnego d-zbieznego ciggu funkcji lokalnie
liniowych. Wobec tego funkcja f ma funkcje pierwotng wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcja |
klasy Baire'a. W szczegolnosci kazda funkcja ciggta ma funkcje pierwotna. Funkcja g jest
funkcja pierwotng funkcji zerowej wtedy i tylko wtedy, gdy jest d-granica pewnego d-
zbieznego ciggu funkcji lokalnie statych.




B. Problematyka cwiczen audytoryjnych, konwersatoryjnych, laboratoryjnych, zajec
praktycznych

Tresci merytoryczne

Liczby p-adyczne (4 godziny)

Dziatania algebraiczne na liczbach p-adycznych. Ciaqgi i szeregi o wyrazach w ciele Qp.
Porownanie ciata liczb p-adycznych Qp z ciatem liczb rzeczywistych R i z ciatem liczb
zespolonych C.

Granica i ciggtosc funkgji (6 godzin)

Definicja granicy funkcji f w punkcie.

Twierdzenie o dziataniach na granicach funkcji w punkcie.

Definicja ciagtosci funkcji f w punkcie.

Twierdzenie o ciggtosci sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji ciggtych.

Twierdzenie o ciggtosci funkcji ztozonej.

Twierdzenie o ciggtosci funkcji odwrotnej do funkcji ciggtej i roznowartosciowe;.

Zbidr punktow ciggtosci funkcji f jest zbiorem typu G-delta w dziedzinie funkgji f. Jezeli
zatozymy dodatkowo, ze dziedzina funkg;ji f jest zbiorem typu G-delta w ciele K oraz f jest
funkcja I klasy Baire'a, to zbidr punktdw ciggtosci funkcji f jest gesty w dziedzinie funkgji f.

Roézniczkowalnosc funkgji (8 godzin)

Definicja rézniczkowalnosci funkcji w punkcie oraz pochodnej funkcji w punkcie. Kazdy
wielomian jest funkcja rézniczkowalng w kazdym punkcie. Twierdzenie o rézniczkowalnosci
sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji rézniczkowalnych. Twierdzenie o rézniczkowalnosci
funkcji ztozonej. Przyktad funkcji roznowartosciowej f, ktéra ma w kazdym punkcie pochodna
rowng zero. Z przyktadu tego wynika, ze w analizie niearchimedesowej nie zachodza
twierdzenia analogiczne do twierdzen o wartosci Sredniej w analizie rzeczywistej.

Przykfad funkcji rozniczkowalnej, ktorej pochodna w kazdym punkcie jest rowna 1 (a wiec jest
rozna od zera), ale ktora nie jest roznowartosciowa w zadnym otoczeniu pewnego punktu
dziedziny.

Funkcja f jest rozniczkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest d-granicg pewnego d-zbieznego
ciagu funkcji lokalnie liniowych.

Mocna rézniczkowalnosc funkgji (6 godziny)

Definicja mocnej rézniczkowalnosci funkcji. Wtasnosci funkcji mocno rozniczkowalne;j.
Twierdzenie o mocnej rozniczkowalnosci sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji mocno
rozniczkowalnych. Przyktad funkcji rézniczkowalnej, ktorej pochodna jest funkcja zerowa

(a wiec funkcja ciggta), ale ktdra nie jest mocno rézniczkowalna. Jezeli dziedzina funkg;ji
rozniczkowalnej f jest zbiorem typu G-delta, to zbidr punktow, w ktorych funkcja f jest mocno
rozniczkowalna jest gestym zbiorem typu G-delta.

Funkcje analityczne (6 godziny)
Zbieznos¢ szeregow potegowych. Funkcje analityczne. Zasada maksimum. Funkcje exp i log
oraz ich rozszerzenia. Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne.

3.4 Metody dydaktyczne
Wyktad — metoda tradycyjna
Cwiczenia — metoda tradycyjna



4. METODY | KRYTERIA OCENY

4.1 Sposoby weryfikacji efektow uczenia sie

Metody oceny efektdw uczenia sie Forma zajec
Symbol efektu (np.: kolokwium, egzamin ustny, egzamin pisemny, dydaktycznych
projekt, sprawozdanie, obserwacja w trakcie zajec) (w, ¢w, ...)
Ek_o1-EK_21 Obserwacja studentow i dialog ze studentami w WYKEAD, CWICZENIA

trakcie zajec i konsultacji. Aktywnos$¢ studentow
na zajeciach. Odpowiedzi i wypowiedzi ustne
studentdéw. Kolokwium. Egzamin.

4.2 Warunki zaliczenia przedmiotu (kryteria oceniania)

Cwiczenia: zaliczenie na ocene na podstawie kolokwium i aktywnosci na zajeciach.

Wyktad: egzamin jest w formie pisemnej. Warunkiem zdania egzaminu jest uzyskanie z
niego co najmniej 50% punktow. Ocena koricowa jest ustalana wedtug skali:

- ponizej 50% pkt. —brak zaliczenia,
- [50 — 60%) pkt. — dostateczny,

- [60 —70%) pkt. — plus dostateczny,
- [70 — 80%) pkt. —dobry,

- [80 — 90%) pkt. — plus dobry,

- [90—100%] pkt. — bardzo dobry.

5. CALKOWITY NAKEAD PRACY STUDENTA POTRZEBNY DO OSIAGNIECIA ZALOZONYCH
EFEKTOW W GODZINACH ORAZ PUNKTACH ECTS

L Srednia liczba godzin na zrealizowanie
Forma aktywnosci .
aktywnosci
Godziny z harmonogramu studiow 60 (30 W +30 ¢w)
Inne z udziatem nauczyciela akademickiego 15
(udziat w konsultacjach, egzaminie)
Godziny niekontaktowe — praca wtasna 75
studenta
(przygotowanie do zaje¢, egzaminu, napisanie
referatu itp.)
SUMA GODZIN 150
SUMARYCZNA LICZBA PUNKTOW ECTS 6
* Nalezy uwzglednic, ze 1 pkt ECTS odpowiada 25-30 godzin catkowitego naktadu pracy
studenta.

6. PRAKTYKI ZAWODOWE W RAMACH PRZEDMIOTU



wymiar godzinowy Nie dotyczy

zasady i formy odbywania Nie dotyczy
praktyk
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Akceptacja Kierownika Jednostki lub osoby upowaznionej



