ZAGADNIENIA DO EGZAMINU MAGISTERSKIEGO

Na egzaminie magisterskim student powinien:

1) omoéwic¢ wyniki zawarte w pracy magisterskiej postugujac sie swobodnie pojeciami
i twierdzeniami zamieszczonymi w pracy oraz bezposrednio zwigzanymi z pracg,

2) wykazaé¢ sie dobrg znajomoscig poje¢ i twierdzen ujetych w nastepujacych
zagadnieniach:

Analiza rzeczywista

. Definicje ciata i o-ciata zbioréw. Poréwnanie pojeé i przyktady.

. Definicje i wtasnosci miary nieujemnej na o-ciele i ciele zbioréw.

. Okreélenie rodziny zbioréw borelowskich w R¥ i jej rGwnowazne definicje.
. Definicje i wtasnosci miary zewnetrznej i miary zewnetrznej Lebesgue’a.

. Konstrukcja miary z miary zewnetrznej. Twierdzenie Carathéodory’ego.

. Konstrukcja miary Lebesgue’a poprzez warunek Carathéodory’ego.

. Twierdzenie o rozszerzaniu miary okreslonej na ciele do miary na o-ciele.
. Definicja zupetnosci miary. Zupetnos¢ miary Lebesgue’a.

. Definicja niezmienniczosci miary na przesuniecia. Miara Lebesgue’a.

10. Funkcje mierzalne, mierzalne w sensie Lebesgue’a i funkcje borelowskie.
11. Operacje na funkcjach mierzalnych. Ztozenie funkcji mierzalnych.

12. Zbieznos¢ prawie wszedzie i wedtug miary ciggu funkcji mierzalnych.

13. Definicja catki wzgledem danej miary nieujemnej.

14. Twierdzenie Lebesgue’a o catkowaniu ciggdw monotonicznych.

15. Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej.
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Analiza zespolona

. Pojecia ptaszczyzny zespolonej i domknietej ptaszczyzny zespolone;.

. Granica i ciggtos$¢ funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej.

. Pochodna i catka funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej.

. Krzywe na ptaszczyznie zespolone;j.

. Definicja pochodnej zespolonej. Warunki konieczny i wystarczajgcy na jej istnienie.

. Definicje funkcji rézniczkowalnej, funkcji analitycznej i funkcji catkowitej.

. Definicja funkcji wyktadniczej lub wybranej funkcji trygonometrycznej okreslonych
w dziedzinie zespolonej. Poréwnanie witasnosci wybranej funkcji okreslonej
w dziedzinach rzeczywistej i zespolone;.

8. Catki krzywoliniowe zespolone i metody ich obliczania.

9. Twierdzenie catkowe Cauchy’ego dla obszarow jednospdjnego i wielospdjnego.

10. Wz6r catkowy Cauchy’ego i wybrane jego konsekwencje.

11. Rozwiniecie funkcji analitycznej w szereg Taylora i jego zwigzek z rézniczkowalnoscia
funkcji.

12. Rozwiniecie funkcji analitycznej w szereg Laurenta.
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13. Punkt regularny oraz punkt osobliwy odosobniony. Klasyfikacja punktéw osobliwych
odosobnionych.
14. Residuum funkgcji. Twierdzenie o residuach.

Analiza funkcjonalna

1. Definicje przestrzeni unormowanej i przestrzeni Banacha.

2. Definicja przestrzeni dualnej do przestrzeni unormowanej. Zupetnos¢ przestrzeni
dualnej.

3. Definicje przestrzeni unitarnej i przestrzeni Hilberta.

4. Definicja przestrzeni (algebry) operatoréw liniowych ograniczonych na przestrzeniach
Banacha i Hilberta.

5. Podstawowe przyktady przestrzeni Banacha i Hilberta.

6. Przestrzenie dualnedo |l , Lp.

7. Twierdzenie Hahna-Banacha (w tym w wersji dla przestrzeni unormowanych).

8. Twierdzenie Riesza o najlepszej aproksymacji w przestrzeni Hilberta.

9. Twierdzenie o rzucie ortogonalnym w przestrzeni Hilberta.

10.Twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatdw w przestrzeni Hilberta.

11.Twierdzenie Grama-Schmidta o ortogonalizacji w przestrzeni Hilberta.
12.Twierdzenie o szeregach Fouriera w przestrzeni Hilberta.

13.Twierdzenie Banacha-Steinhausa o zbieznosci jednostajne;.

14.Twierdzenie Banacha o operatorze odwrotnym.

Topologia

1. Definicja i przykfady przestrzeni topologicznej; rozne sposoby wprowadzania topologii
w zbiorze; topologia generowana przez metryke; baza topologii.

2. Domkniecie, wnetrze i brzeg zbioru w przestrzeni topologicznej; zbiory geste,
nigdziegeste i brzegowe; zbiory borelowskie, pierwszej kategorii i drugiej kategorii.

3. Topologia podprzestrzeni; suma przestrzeni topologicznych; przestrzen ilorazowa,
przyktady; topologia w iloczynie kartezjanskim przestrzeni topologicznych

4. Aksjomaty oddzielania i zwigzki miedzy nimi; przyktady. Twierdzenie Urysohna.

5. Przestrzenie topologiczne spdjne oraz tukowo spdjne; sktadniki spdéjnosci,
zastosowania.

6. Zwarto$é; charakteryzacja zbioréw zwartych w przestrzeniach metrycznych;
normalnosc¢ przestrzeni zwartych Hausdorffa.

7. Grupa podstawowa przestrzeni topologicznej i jej wtasnosci; twierdzenia o punkcie
statym.

Réwnania rézniczkowe

1. Twierdzenie Peano o istnieniu rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego.

2. Twierdzenie Picarda o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia
Cauchy’ego.

3. Twierdzenie o ciggtej zaleznosci rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego od warunkdw
poczatkowych.



4. Réwnania o zmiennych rozdzielonych. Przyktady zastosowan rownan tego typu
w fizyce.

5. Réwnanie liniowe niejednorodne pierwszego rzedu.

6. Definicja uktadu fundamentalnego rozwigzan réwnania liniowego jednorodnego
rzedu n. Twierdzenie o istnieniu takiego ukfadu.

7. Wyznacznik Wronskiego dla rozwigzan rownania liniowego jednorodnego rzedu n.
Wzér Liouville’a.

8. Metoda Eulera wyznaczania uktadu fundamentalnego rozwigzan rownania liniowego
jednorodnego rzedu n o statych wspotczynnikach lub uktadu réwnan liniowych
o statych wspoétczynnikach.

9. Metoda uzmienniania statych wyznaczania rozwigzania ogélnego réwnania liniowego
niejednorodnego rzedu n.

10. Stabilno$¢ w sensie Lapunowa rozwigzania uktadu réwnan rdzniczkowych
pierwszego rzedu.

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

. Rozktady fgczne, brzegowe i warunkowe zmiennych losowych.

. Warunki niezaleznosci zmiennych losowych.

. Idea regres;ji pierwszego i drugiego rodzaju.

. Zbieznos$¢ prawie pewna oraz mocne prawo wielkich liczb.

. Zbieznos$¢ wedtug prawdopodobienstwa oraz stabe prawo wielkich liczb.
. Zbieznos¢ wedtug rozktadu oraz centralne twierdzenie graniczne.

. Rodzaje bteddw przy testowaniu hipotez statystycznych.

. Wybrane testy zgodnosci i niezaleznosci.

. Wybrane testy parametryczne dla rozktadéw normalnych.

OO NOOULLD WN -

Analiza matematyczna

1. Pojecia pola skalarnego i wektorowego (do wyboru). Gradient, dywergencja,
rotacja, potencjat pola.

2. Catka krzywoliniowa niezorientowana. Zamiana catki krzywoliniowej
niezorientowanej na catke oznaczona.

3. Catka krzywoliniowa zorientowana. Zamiana catki krzywoliniowej zorientowanej
na catke oznaczona.

4. Twierdzenie Greena oraz jego zastosowanie do obliczania pola obszaru.

5. Pole potencjalne, niezaleznos¢ catki krzywoliniowej zorientowanej od drogi
catkowania.

6. Catka powierzchniowa niezorientowana. Zamiana catki powierzchniowej
niezorientowanej na catke podwajna.

7. Catka powierzchniowa zorientowana. Zamiana catki powierzchniowej
zorientowanej na catke podwdjng. Strumien pola wektorowego.

8. Zastosowania catki powierzchniowej niezorientowanej i zorientowanej (do
wyboru).



9. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego.
10. Twierdzenie Stokesa.

Zagadnienia do egzaminu magisterskiego zostaty jednomyslnie zaakceptowane przez
Zespot Programowy kierunku Matematyka na posiedzeniu w dniu 28.09.2023 r.



