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1 Sylwetka habilitantki

Pani dr Agnieszka Chlebowicz jest adiunktem pracujacym w Katedrze Analizy Nieli-
niowej Politechniki Rzeszowskiej. Swoj dyplom magistra matematyki obronita na Wy-
dziale Matematyczno-Przyrodniczym Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Rzeszowie. Paca
magisterska dotyczyta grup wolnych i napisana zostata pod opieka prof. Jozefa Tabora.
Rozprawe doktorska habilitantka obronita w 2004 roku w Instytucie Matematyki Uniwer-
sytetu Slaskiego w Katowicach. Temat rozprawy to Formy wyzszych stopni nad ciatamsi
uporzadkowanymi, a promotorem byl dr hab. Andrzej Stadek, prof. US. Po doktoracie
Pani Chlebowicz zaczeta pracowaé¢ w innej dziedzinie matematyki, to jest w rownaniach
catkowych i ztozona przez nig rozprawa habilitacyjna dotyczy wtasnie tych zagadnien.

2 Omowienie osiggnie¢ wilaczonych do habilitacji

W sktad rozprawy habilitacyjnej wchodzi 7 prac, z czego dwie sa samodzielne. W przy-
padku pozostalych publikacji stosowne o$wiadczenia zostaty dostarczone, a oszacowania
wkladu pracy wynosity okoto 50—60% (na tyle ile jest to mozliwe w pracach matematycz-
nych). Prace zostaly opublikowane w dobrych czasopismach, miedzy innymi w Bulletin of
the London Mathematical Society oraz Nonlinear Analysis A. Co ciekawe prace |[H1-H2]
zostaly opublikowane w roku 2009, a wszystkie pozostate wtaczone do habilitacji az co
najmniej dziesie¢ lat pézniej. Wskazuje to, by¢ moze, na zwiekszone zainteresowanie sie
tematem przez habilitantke i aktywng prace przez ostatnich kilka lat.

Autoreferat przygotowany jest starannie, a wszystkie wyniki opisane sg w sposob
jasny i zrozumiaty. Bardzo szczegdtowo jest rowniez przedstawiona motywacja zajecia sie
tematem rownan catkowych - zaréwno pod wzgledem teoretycznym jak i z powodu ich
licznych zastosowan w fizyce czy biologii. Ciesze sie, ze Pani dr Chlebowicz jest $wiadoma
wielu zastosowan matematyki.



Glownym zagadnieniem, ktorym zajmuje sie habilitantka jest teoria istnienia rozwia-
zan nieliniowych réwnan catkowych typu Volterry (lub Volterry-Hammersteina w szcze-
golnych przypadkach) postaci

x(t) = a(t) +/0 g(t,s,x(s))ds, (1)

gdzie a oraz g sa znanymi funkcjami, a = jest niewiadoma. Habilitantka uzywa dwoch
podstawowych narzedzi: miary (stabej) niezwartosci na odpowiedniej przestrzeni Banacha
oraz odpowiedniego twierdzenia o punkcie stalym (zwykle roznych uogolnien twierdzenia
Schaudera). Zatem podejscie do istnienia (i tylko istnienia) jest typowo ,zwartosciowe”.
Formalnie rzecz biorac miara niezwartosci jest funkcja méwiacg jak daleko od zwartosci
jest dany zbior (miara zbioru zwartego jest rowna zero). Klasycznym przyktadem takiej
miary jest miara Kuratowskiego

a(X) =inf{e > 0 : zbior X moze by¢ pokryty skoriczona liczba kul o promieniu €}.
(2)

Podobng definicje posiada miara Hausdorffa, w ktoérej kule zastapione sa przez dowolng
e-sie¢. Autorka w swojej habilitacji rozwaza uogélnienia tego pomystu na przestrzenie
ciggowe i funkcyjne oraz abstrakcyjne przestrzenie Banacha.

Prace [H1| oraz |[H2| sa bardzo do siebie podobne i réznig sie réwnaniem, ktorego
rozwiazania poszukujemy. W [H1] jest to rzeczywiscie (1), natomiast w [H2| habilitantka
rozwaza rownanie calkowo-funkcyjne

z(t) = fi (t, /Otk(t,s)fg(s,x(s))ds) : (3)

Oczywiste jest, ze (1) nie jest uogoélnieniem (3), ani na odwroét, jednak maja one ,wspol-
nego przodka’ jakim jest rownanie Volterry-Hammersteina (gdy ¢(¢,s,2) = k(t,s)x
oraz fi(t,y) = a(t) + y). Zatem nie sa one zbyt odlegte od siebie w sensie struktury.
Pokrotce omoéwie jedynie wyniki z [H1|, poniewaz te z pacy [H2| sa bardzo podobne.
Chcialbym zaznaczy¢, ze zgodnie z oswiadczeniami dotaczonymi do rozprawy to wtla-
$nie Pani dr Chlebowicz jest autorka zasadniczych wynikéw opublikowanych w tych pra-
cach. Habilitantka pokazuje istnienie rozwigzan badanych réwnan w przestrzeni L'(R,)
przy stabych zatozeniach: warunki Carathéodory’ego oraz liniowy wzrost nieliniowosci
lu(t, s, x) < k(t,s)(p(s) + q|x|). Dodatkowo wymaga sie, aby calkowy liniowy operator
generowany przez tak powstale jadro k odwzorowywal przestrzen L' sama w siebie i zeby
jego norma byla odpowiednio mata ([H1|, Sec. 4, (i-iv)). O ile pierwszy zestaw zalozen
jest zwykle bardzo tatwy do sprawdzenia, to drugi moze stanowié¢ problem dla bardziej
skomplikowanych jader. Niemniej nalezy uznaé, ze te warunki sg jak najbardziej natu-
ralne i trudno bytoby znalez¢ bardziej odpowiedni ich zbiér. W wielkim skrécie dowod
istnienia polega na znalezieniu odpowiedniego wypuktego, zwartego i niepustego zbioru w
L'(R,) i zastosowanie don twierdzenia Schaudera. Oczywiscie sama konstrukcja takiego
zbioru jest wysoce nietrywialna i wymaga wykonania szeregu bardzo technicznych obli-
czen i subtelnych rozumowan. Na poczatku wybiera sie odpowiednio matg kule tak, aby
byla ona odwzorowana w sama siebie przez operator stowarzyszony z réwnaniem catko-
wym (tu przydaje sie zatoZenie o matosci normy operatora catkowego generowanego przez
k). Pokazujac dalej, ze operator ten jest kontrakcja w sensie miary stabej niezwartosci
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mozna iteracyjnie wygenerowac ciag zstepujacych zbioréw, ktorego przekroj jest niepusty.
Stad, biorac otoczki wypukte jesteSmy w stanie sprawdzi¢ wszystkie zatozenia twierdzenia
Schaudera. Kluczowym jest pokazanie, ze kandydat na zbiér, w ktérym istnieje rozwia-
zanie jest zwarty. Jest to najtrudniejsza i najdtuzsza czes¢ dowodu zawierajaca liczne
subtelnosci. Kluczowym jest tutaj wykorzystanie w pewnym sensie uogélnienia twier-
dzenia Arzeli-Ascoliego i faktu, ze zbior jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabo
zwarty 1 zwarty wedlug miary. Cieszy fakt, ze zaréwno w [H1| jak i [H2| habilitantka
podaje kilka konkretnych przyktadéow réwnan, dla ktorych mozna zastosowaé udowod-
nione twierdzenie. Jak wspomniatem wczesniej praca [H2| jest bardzo podobna do [H1|
zaréwno w strukturze oraz technice dowodowej, co poniekad jest staba strona tej czesci
dzieta habilitacyjnego bo zasadniczy wktad koncepcyjny [H1|+[H2| w dyscypline jest taki
sam.

Praca [H3| rozpoczyna kolejny cykl artykutow zajmujacych sie badaniem tym razem
nieskoriczonych uktadéw réwnan catkowych Volterry-Hammersteina. Takie uktady sg bar-
dzo interesujacym obiektem badan egzystencjalnych. Widaé¢ réwniez, ze pojecie miary
niezwartosci, jej uogoélnien oraz konkretnych przyktadow, nabiera glebokiego znaczenia
wlasnie w pracach [H3-H7|. W szczegolnosei habilitantka szuka rozwiazan badanych row-
nani w naturalnej przestrzeni BC(R, F), czyli funkcji ograniczonych z odcinka czasowego
[0, 00) do ciagowej przestrzeni Banacha E (na przyktad cy, [P, itp.). Co ciekawe, w takich
przestrzeniach miare niezwartosci mozna czesto poda¢ za pomoca jawnego wzoru. Kon-
strukcje takich jawnych reprezentacji mozna przeprowadzi¢ znajgc miare Hausdorffa, co
zostalo zrobione w pracy |[H3|. Zgodnie z o§wiadczeniem ciezko tutaj ocenié¢ bezposredni
wktad Autorki - co zreszta nie jest niczym niezwyktym w pracach matematycznych, gdzie
wszyscy wspotautorzy pracuja nad danym wynikiem. Jednak udzial habilitantki szacuje
sie tutaj na 60%. Wydaje sie, ze ta praca ma zasadnicze znaczenie dla catego cyklu [H3-
H7| gdyz w niej pojawiaja sie podstawowe idee stuzace dalszym zastosowaniom w twier-
dzeniach egzystencjalnych. Te, z kolei opieraja sie na uogélnieniu twierdzenia Schaudera
zwanym twierdzeniem Darbo o punkcie stalym. Niech X bedzie niepustym, ograniczo-
nym, domknietym i wypuktym podzbiorem przestrzeni Banacha, a p miarg niezwartosci.
Jesli ciagly operator A : X +— X spelnia p(AY) < Au(Y) dla0 <k < 1,Y C X, to
posiada co najmniej jeden punkt staly w X. Zatem z twierdzenia Darbo wynika, ze za-
tozenie zwartosci zbioru X mozemy zastapi¢ przez wymaganie konkrakcji ze wzgledu na
pewng miare niezwartosci. W pracy [H3| przedstawiona jest metoda konstruowania wsze-
lakich tego typu miar. Operator A petni role operatoréw generowanych przez odpowiednie
réwnania catkowe, zatem wszelkie twierdzenia egzystencjalne otrzymane w pracach [H3-
H7| opieraja sie na sprawdzeniu czy dla danych miar niezwartosci zatozenia twierdzenia
Darbo sa spetnione. Wedlug mojej oceny roéznice pomiedzy tymi pracami sa subtelne i
chciatbym krotko je omowié. W pracy [H3| rozwazany jest uktad rownan

Tn(t) = an(t) + fu(t, xn(t), pea (t), )/0 kn(t, $)gn(x1(s), z2($), ...)ds, (4)

a znalezionym rozwigzaniem jest cigg w E = ¢g, to znaczy podstawowa przestrzen funk-
cyjna to BC(R,, ¢y). W pracy [H4| (samodzielnej) wynik ten jest wzmocniony do E = [,
co jest ciekawym rezultatem. Jak zwykle konkretne przyktady uktadéw rownan sa rowniez
podane. Zalozen gtéwnych twierdzen nie bede tutaj omawial poniewaz sg one techniczne i
jest ich dosy¢ sporo, jednak trzeba zauwazy¢, ze sa one dosy¢ naturalne. W pracy [H6| (sa-
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modzielnej) pokazane jest analogiczne twierdzenie w przypadku gdy wspolczynnik przy
calce w powyzszym wzorze moze zaleze¢ od wszystkich niewiadomych, to znaczy

Tn(t) = an(t) + fulz, t,20(t), 22(1), )/o kn(t, $)gn(z1(s), za(s), ...)ds. (5)

Znalezione rozwigzanie réwniez lezy w [! i pokazane tam twierdzenie jest w naturalny
sposob uogodlnieniem wynikow z [H3-H4.

Zasadnicze roznice miedzy pracami [H5| i [H7], a [H3-4] oraz [H6| polegaja na wyborze
miar niezwartosci (tutaj o§wiadczenia moéwia jasno o zdecydowanym wktadzie koncepcyj-
nym habilitantki). W szczegélnosci w tych ostatnich pracach konstruuje sie miary przy
zalozeniu, ze danej przestrzeni Banacha istnieje juz jawna posta¢ miary niezwartosci
Hausdorffa. Jest to duze ograniczenie, ktore zostaje usuniete w pracach [H5| oraz [H7].
Wedlug mnie gltéownym wynikiem publikacji [H5| jest zreczne obej$cie wymogu posiada-
nia jawnej postaci formuty na miare niezwartosci, a jednoczesnie analogiczng konstrukcje
wielu miar przydatnych do pézniejszego zastosowania twierdzenia Darbo. Wyniki prac
[H5] i [H7] sa ciekawe, bo oprocz konstrukeji wyzej wspomnianych miar, pokazuje sie¢ silny
wynik moéwiacy o istnieniu jednostajnie ciagltych rozwiazan w przestrzeni BC(R,, () (w
[H7] to rozwiazanie posiada nawet granice w [*).

Chcialbym teraz podsumowaé¢ moje zasadnicze uwagi dotyczace osiagniecia habilita-

cyjnego.

1. Habilitantka pokazuje swoja biegtos¢ w operowaniu, konstruowaniu oraz zastoso-
waniach miar niezwartosci. Szczegélnie widaé¢ to w pracach [H5| i [H7].

2. Gléwnym mankamentem rozprawy habilitacyjnej jest duze podobienstwo wyni-
kéw pomiedzy cyklami prac. To znaczy wyniki w kazdym ze zbiorow: {|{H1|,[H2|},
{[H3],[H4],|H6]} oraz {|H5]|,[H7|} sa bardzo do siebie podobne i roznia sie jedynie
lekkim wzmocnieniem tezy, inng klasa réwnan catkowych czy zatozeniami. By¢ moze
liczbe prac w rozprawie mozna by bylto zredukowaé¢. Sama konstrukcja wszystkich
przedstawionych prac jest bardzo podobna.

3. Rozumiem, ze gléwnym zamierzeniem habilitantki jest pokazywanie istnienia roz-
wigzan. Wydaje mi sie jednak, ze czytelnik bardzo chcialtby poznaé sytuacje zwia-
zang z jednoznacznoscia: czy jest ona rzadkim zjawiskiem, czy moze bardzo trudnym
do pokazania? Odniesienia do literatury oraz przyktady bytyby cennym dodatkiem
do opublikowanych prac czy nawet autoreferatu.

4. Zgodnie z o$wiadczeniami wspoélautoréw oraz po lekturze opublikowanych prac
wchodzacych w sktad dzieta habilitacyjnego uwazam, ze zasadnicze wyniki z cala
pewno$cia naleza do habilitantki.

Ostatecznie moja ocena osiagniecia habilitacyjnego Pani dr Chlebowicz jest pozy-
tywna. Mimo do$¢ duzego problemu zwiazanego z punktem 2 w powyzszej liScie, habili-
tantka pokazata samodzielnosé w dochodzeniu do nowych wynikéw dla coraz to szerszej
klasy rownan catkowych. Na zdecydowanie dobra ocene zastuguje techniczna biegtosé au-
torki w manipulowaniu oraz konstruowaniu miar niezwartosci. Jest to ciekawa technika
prowadzaca do uzyskiwania mocnych twierdzen egzystencjalnych o stabych zatozeniach.



Ten fakt, wedtug mnie, lekko przewaza nad punktem 2 z powyzszej listy uwag i sktania
do pozytywnej oceny rozprawy habilitacyjnej. Uwazam, ze suma dokonan habilitantki
stanowi pewien istotny wktad w teorie réwnan catkowych.

3 Omowienie pozostalych osiggnieé

Co ciekawe pozostale, nieuwzglednione w habilitacji, publikacje autorki zostaty opubliko-
wane $rednio gorzej niz [H1-H7|. Na uwage zastuguje jednak réznorodnosé tematyki, ktora
zajmowata sie habilitantka. Prace [P1-P4| dotycza algebry i zostaly opublikowane przed
doktoratem. Publikacje [P5-P8| dotycza zagadnien zwiazanych z rownaniami catkowymi
jednak innej klasy niz badane z habilitacji. Na uwage zastuguje praca |P8|, ktora po-
wstata w trakcie wspotpracy habilitantki z prof. Kishinem Sadarangani z Hiszpanii oraz
prof. Mohamedem Darwish z Arabii Saudyjskiej. Ten pierwszy wspotautor jest bardzo
znanym Swiatowym autorytetem w réwnaniach catkowych, co wskazuje na to, ze Pani dr
Chlebowicz potrafi nawiazywaé¢ miedzynarodowe kontakty z naprawde swiatowej klasy
matematykami. Prace [P7| i [P8] dotycza réwnan catkowych typu Erdélyi-Kobera, ktore
to posiadaja stabo osobliwe jadra i pojawiaja sie, na przyktad, przy badaniu anomalnych
dyfuzji. W bazie Scopus habilitantka posiada 13 prac, ktore zostaly cytowane 82 razy bez
autocytowan. Jak na stosunkowo waska dziedzine jest to raczej dobry wynik.

Habilitantka nie posiada bardzo rozbudowanej aktywnosci konferencyjnej. Na uwage
zashuguje referat na International Conference on Theory, Methods and Applications of
Nonlinear Equations w Teksasie oraz wspolorganizowanie sesji na miedzynarodowej kon-
ferencji Joint Meeting of UMI, SIMAI and PTM. Autorka brata tez udzial w pracach
komitetu organizacyjnego konferencji Methods of Nonlinear Analysis in Differential and
Integral Equations, ktora odbyla sie w Rzeszowie. Z kolei aktywnosé dydaktyczna habili-
tantki jest spora: petnita funkcje prodziekana ds. ksztatcenia, byta promotorem wielu prac
licencjackich oraz magisterskich, prowadzita liczne kursy (w tym monograficzne!), orga-
nizowata wyktady popularnonaukowe, a takze jest wspotautorem skryptu dla studentow.
Ten obszar dziatalnosci habilitantki oceniam wysoko.

Wérod innej aktywnosci miedzynarodowej, w tym wyjazdéw w celu wykonywania ba-
dan, mozna doszukaé sie tylko jednego krotkiego pobytu na Uniwersytecie w Wiirzburgu.
Jest to niestety bardzo mato jesli chodzi o tego typu aktywnosé.

Biezaca ustawa wymaga aby habilitant wykazat sie istotng aktywnoscig naukowq albo
artystyczng realizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucyi navkowes lub instytucyi kul-
tury, w szczegdlnosci zagranicznej (Art. 219. Ust. 3)). Uwazam, ze Pani dr Chlebowicz
minimalnie spelnia to wymaganie gdyz sama zatrudniona byta na kilku uczelniach (Uni-
wersytet Slaski, Uniwersytet w Rzeszowie) oraz wspolpracowala z kilkoma matematykami
z uczelni zagranicznych, czego dowodem sg publikacje (prof. Sadarangani, prof. Taoudi,
prof. Darwish). Zatem ten warunek konieczny uznaje za spetniony.



4 Konkluzja

Biorac pod uwage wktad habilitantki w rozw6j dziedziny nieliniowych réwnan catkowych
opisany w czesci drugiej niniejszej recenzji oraz pozostate dokonania autorki opisane w
czesci trzeciej uznaje, ze spelnia ona wymogi stawiane kandydatom do stopnia doktora
habilitowanego. W szczeg6lnosci uwazam, ze Pani dr Chlebowicz spelnia wymagania po-
dane w art. 219 ust. 1, 21 3 ustawy z dn. 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i
nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z pézn. zm.). Wnioskuje zatem o dopuszczenie Pani
dr Agnieszki Chlebowicz do dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia
doktora habilitowanego.

dr hab. inz. Lukasz Plociniczak, prof. PWr



