prof. dr hab. Jozef Banas
dr Dorota Dejniak

Miegdzyinstytutowy Zaklad Matematyczno-Przyrodniczy
Panstwowa Wyzsza Szkola Techniczno-Ekonomiczna w Jarostawiu

Modelowanie rownowagi rynkowej
Z zastosowaniem teorii rOownan rozniczkowych

WPROWADZENIE

Prezentowana praca poswigcona jest matematycznemu modelowaniu sytuacji
ckonomicznej, zwanej réwnowaga rynkowa |[por. Banas, 2007; Begg, Fischer,
Dornbusch, 1996; Chiang, 1994; Varian, 2002].

Mozna z calg pewnoscig stwierdzi€, ze sytuacja ckonomiczna, zwana row-
nowagg rynkowa, jest najbardziej pozadana sytuacja w gospodarce kazdego kra-
ju. Trzeba sobie jednak zda¢ sprawe z faktu, ze jest to sytuacja raczej idealna,
trudna do zrealizowania w realnych warunkach ekonomicznych.

Z drugiej strony nietrudno zauwazy¢, ze brak rownowagi rynkowej ze wzgle-
du na wiele towarow powoduje duze dysproporcje w podziale dochodu narodowe-
go, ktore sa tym wicksze, im wigksze sg perturbacje w zachowaniu réwnowagi
rynkowe]. Z kolej taka sytuacja powoduje powstawanie nieréwnosci spolecznych,
ktore sg niejednokrotnie dotkliwie odczuwalne przez duze grupy spoleczenstwa.

Zajmiemy si¢ teraz opisaniem podstawowych przestanck ekonomicznych,
ktore definiuja rownowage rynkowg.

Spoleczenstwo musi znalez¢ jaki$ sposob decydowania o tym, co, jak, dla
kogo 1 jak wiele wytwarza¢. Jak odnotowuja nicktorzy autorzy [Chiang, 1994;
Varian, 2002], gospodarki panstw zachodnich, wysoko rozwinigtych, w procesie
alokacji zasoboéw — tzn. planu uzycia i zagospodarowania dostgpnych srodkow —
wykorzystuja w szerokim zakresie mechanizm rynku i cen. W mechanizmie tym
wzajemna gra popytu (zachowania konsumentéw) przesadza o ilosci wytwarza-
nych dobr oraz o cenie, po jakigj te dobra sa sprzedawane.

Dlatego tak wazne znaczenic ma w ekonomi jedno z jej fundamentalnych po-
je¢, ktorym jest wlasnie rownowaga rynkowa. Ogoblnie okresla si¢ tak sytu-
acje, w ktorej wszystkie sily rynkowe rownowazg sig, a wartosci zmiennych eko-
nomicznych pozostajg niezmienne.

W szczegdlnosci, mianem rownowagi rynkowej okresla si¢ stan rynku, w kto-
rym ilo$¢ dobr nabywanych przez konsumentdéw rowna jest ilosci tych dobr wy-
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twarzanych przez producentow. Innymi slowy — wyrazamy tg ide¢ moéwiac, ze
rownowaga rynkowa jest to stan rynku, w ktérym wielko$¢ popytu na tym rynku
jest roéwna wielkosci podazy. Takie okreslenie sensu réwnowagi rynkowej jest
najczescie] przyjmowane w ckonomii [por. Begg, Fischer, Dornbusch, 1996;
Varian, 2002].

Czynnikiem rownowazacym podaz 1 popyt jest zazwyczaj cena, ktora, jesli
wystepuje réwnowaga rynkowa, nazywana jest ceng rownowagi rynkowej. Gra-
ficznym odzwierciedleniem stanu réwnowagi rynkowej jest punkt rownowagi
rynkowej, czyli punkt przecigcia krzywej popytu z krzywa podazy.

ZwréEmy uwagge na to, ze pojecie rownowagi rynkowej jest pojeciem nalezg-
cym do tzw. ekonomii pozytywnej. Stwierdzenie takie oznacza, ze rownowaga rynko-
wa sama w sobie nickoniecznie musi by¢ stanem pozadanym przez spoleczenstwo. Na
przyklad, mozliwa jest sytuacja, w ktdrej rynek zywnosci znajduje si¢ w rownowadze,
podczas gdy sporej czgsci spoleczenstwa nie staC na to, zeby naby¢ wystarczajaca
ilo$¢ zywnosci z powodu zbyt wysokiej ceny rownowagi rynkowej. Wynika stad
wniosek, ze brak rownowagi rynkowej nie zawsze musi by¢ podstawowym czyn-
nikiem wplywajacym na powstawanie nieréwnosci spolecznych.

Tym niemnigj, w wielu sytuacjach obserwowanych w gospodarkach réznych
krajow, nierownosci spoleczne sa dos¢ czesto powodowane przez znaczne za-
chwianie rownowagi rynkowej. Ma to szczegolne miejsce w gospodarkach stero-
wanych centralnie, a wige przede wszystkim w gospodarkach krajow, ktdre nie
podlegaja prawidlom wolnego rynku. Wida¢ to na przykladzie takich panstw jak
Korea Pélnocna, Bialorus, Boliwia, Ekwador, wigkszos¢ krajow afrykanskich itp.

Podaz oferowana spoleczenstwu w takich krajach jest zbyt mala w stosunku
do popytu, co powoduje powstawanie grup uprzywilgjowanych, majacych na ogét
swobodny dostep do wytwarzanej produkcji. Natomiast wigkszos$¢ spoleczenstwa
takich krajow cierpi na niedostatek w dostepie do wytwarzanych towarow 1 ofe-
rowanych ustug. Oczywiste jest, ze wystgpuje tutaj brak rownowagi rynkowej,
w efekceie czego powstajg bardzo duze nieréwnosci spoleczne.

Jak wyzej wspomnielismy, brak rownowagi rynkowe] spowodowany nad-
wyzka podazy nad popytem rowniez jest zrodlem wielu nieréwnosci spolecznych.

W przedkladanej pracy zajmiemy si¢ matematycznym opisem modelu réw-
nowagi rynkowej. Przedstawimy najpierw model uproszczony, zwany modelem
liniowym. Jest to model zazwyczaj dyskutowany w pozycjach poswigconych eko-
nomii matematycznej [zob. Banas, 2007; Chiang, 1994; Varian, 2002]. Zaleta
tego modelu jest z pewnoscia jego przejrzysto$¢ 1 prostota. Jednakze zjawiska
ckonomiczne sg na ogoél tak bardzo skomplikowane, ze trudno jest oczekiwac, aby
model liniowy dobrze opisywal rzeczywistos¢ ekonomiczng. Uzyskany w linio-
wym modelu rownowagi rynkowej, opisywanym przy pomocy réwnania roéznicz-
kowego liniowego, wniosek stwierdzajacy, ze rownowaga rynkowa jest zjawi-
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skiem stabilnym (a nawet asymptotycznie stabilnym), wydaje si¢ by¢ dos¢ odlegly
od realiéw gospodarczych.

W pracy podjcto probe stworzenia nieliniowego modelu rownowagi rynkowe;.
Opisany w pracy model omawia w zasadzie tylko jeden przypadek, gdy szybkos¢
zmiany ceny towaru jest funkcjg kwadratowa nadwyzki popytu nad podaza. Juz w tej
sytuacji rozwigzanie réwnania rdézniczkowego modelujgcego réwnowage rynkowa nie
musi by¢ zawsze stabilne. Odpowiada to bardziej realiom ekonomicznym.

Metodologia badan zjawiska rownowagi rynkowe] zastosowana w przedkla-
danej pracy inicjuje nowy kierunek badan i jej zadowalajace rozwinigciec wymagac
bedzie zarowno uzycia bardziej zaawansowanych narzedzi matematycznych,
jak 1 glebszych interpretacji zaleznosci ekonomicznych.

Autorzy zamierzajg kontynuowac zapoczatkowany w tej pracy kierunek badan.

LINIOWY MODEL ROWNOWAGI RYNKOWEJT

Zajmiemy si¢ teraz przedstawieniem tzw. modelu liniowego gospodarki ryn-
kowej [por. Chiang, 1994]. W opisie tego modelu posluzymy si¢ podstawowymi
pojeciami teorii rownan rozniczkowych. Pojecia te nalezg do najbardziej elemen-
tarnych 1 mozna je znalez¢ w kursowych podrgeznikach dotyczacych rownan
rozniczkowych 1 ich zastosowan [zob. Banas, 2007; Matwigjew, 1970; Pelczar,
Szarski, 1987; Zakowski, Leksinski, 1984].

W celu przedstawienia wyzej zapowiedzianego liniowego modelu réwnowagi
rynkowe] zaléozmy, ze na rynku (wyizolowanym) znajduje si¢ tylko jedno dobro
konsumpcyjne. Oznaczmy przez P ceng tego dobra. Nastepnie, niech (J; oznacza
wielkos$¢ popytu na to dobro, natomiast O, oznacza¢ bedzie wielkos¢ podazy dobra.

Bedziemy dalej zaklada¢, opierajac si¢ na obserwacii rynku, ze O, jest male-
jaca funkcja liniowa ceny, tzn. O, jest funkcja majaca postaé:

(D Qa=o—pP,

gdzie a 1 f sa pewnymi stalymi dodatnimi. Ponadto przyjmujemy zalozenie, ze O,
jest rosnacy funkcja liniowa ceny, tzn. jest funkcja postaci:

2 Qs =-y+oP,

gdzie y>0 1 6>0 sa pewnymi stalymi. Bedziemy rowniez zakladaé, ze podaz nie wy-
stepuje dopdty, dopoki cena nie przekroczy pewnego ustalonego poziomu dodatniego.
Zauwazmy teraz, Zze rownowaga na modelowanym rynku zachodzi wtedy, gdy:

3) Qs = Ua.
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Streszczenie

W pracy opisany jest model réwnowagi rynkowej przy uzyciu narzedzi teorii roéwnan roz-
niczkowych. Rozwaza si¢ najpierw znany liniowy model réwnowagi rynkowej pokazujgc, ze
rozwigzanie pojawiajgcego si¢ w tym modelu réwnania roézniczkowego, ktore modeluje rowno-
wage rynkowa, jest asymptotycznie stabilne.

Jako uogolnienie modelu liniowego rozwaza si¢ rowniez rownanie rozniczkowe modelujgce
nieliniowo réwnowage rynkowg. Dla pewnego szczegélnego przypadku modelu nieliniowego
pokazuje sie, ze rozwigzanie modelujgce rownowage rynkowa w tym modelu jest w pewnych
przypadkach asymptotycznie stabilne, natomiast w pozostalych przypadkach przycigga inne roz-
wigzania otrzymane w tym modelu.

Modelling of the Market Balance With the Application
of the Theory of Differential Equations

Summary

In the paper we describe a model of the market balance with the use of tools of the theory of
differential equations. First, there is considered a well known linear model of the market bal-
ance. We show that a solution of a differential equation appearing in that model of the market
balance, is asymptotically stable.

As a generalization of the linear model we consider also a differential equation modeling
nonlinearly the market balance. For a particular case of that nonlinear model it is shown that
a solution modelling the market balance is asymptotically stable in some cases. Apart from that,
in other cases, that solution is attractive for other solutions obtained in that model.



